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Sommario

Una funzione di Dominazione Romana su un grafo G è una funzione di copertura

f : V → {0, 1, 2} tale che ogni vertice con valore 0 abbia almeno un vicino con valore

2. Il numero di Dominazione Romana di un grafo G è definito come il minimo

tra tutte le funzioni di dominazione romana di
∑

u∈V f(u). Dopo un’introduzione

ai concetti base che ruotano attorno alla Dominazione Romana, viene studiato il

problema per due particolari classe di grafi, cioè grafi a griglia e i bipartiti. Per

i grafi a griglia vengono prodotti degli schemi di copertura ottimali per griglie di

qualsiasi dimensione e inoltre vengono migliorati i limiti superiori e inferiori noti

del numero di Dominazione Romana. Per quanto riguarda i grafi bipartiti viene

proposto un approccio che partendo da un insieme di vertex cover del grafo produce

una funzione di Dominazione Romana in tempo polinomiale. Nel prosieguo della

dissertazione vengono mostrati vari approcci euristici per qualsiasi classe di grafo. In

particolare viene prodotto un algoritmo euristico che in tempo polinomiale calcola

una copertura e un numero di Dominazione Romana che rientra nei limiti teorici

noti introducendo un nuovo parametro associato ai vertici del grafo. Infine una

delle varianti della stessa euristica è stata implementata su architettura CUDA

permettendo la parallelizzazione del calcolo su GPU e saranno mostrate le strutture

dati utilizzate e le problematiche riscontrate.
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Capitolo 1

Prologo

1.1 Dominazione sui grafi

I
l problema della Dominazione nei grafi è sempre stato un campo su cui si

è rivolta in particolari modo l’attenzione della ricerca nel campo della teoria dei

grafi. In un grafo, un insieme dominante è un sottoinsieme D dei vertici tali che ogni

vertice o è in D o è adiacente ad un vertice in D. Lo studio della problematica è

iniziata attorno gli anni ’50 e ha avuto un’impennata attorno alla metà degli anni ’70.

Una testimonianza è un libro dedicato al tema della Dominazione [60] che riporta

più di 1200 lavori correlati alla Dominazione sui grafi e il lavoro di approfondimento

fatto in [20]. La prima formulazione del problema nasce dalla necessità per i giocatori

di scacchi di conoscere il numero minimo di regine tale che ogni quadrato della

scacchiera possa essere attaccato da una regina oppure contiene esso stesso una

regina [9]. Con il passare del tempo, numerose problematiche sono state ricondotte al

problema della Dominazione come per esempio l’ubicazione di impianti tecnologici e

di servizi (server, ospedali, caserme) e la conseguente progettazione di circuiti, strade

e rete telefonica [80], [74], [44].

Recentemente il problema della dominazione su grafi è stato accostato anche

allo studio delle reti sociali per studiare l’influenza dei singoli vertici e tracciare

la direzionalità e la velocità di propagazione di entità attraverso le connessioni
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Figura 1.1: Insieme dominante di G.

presenti, come si può vedere in [30], [33] e [32]. Per fare un esempio dell’importanza

dell’applicazione del problema si può fare riferimento allo scenario che vede i vertici

che fanno parte dell’insieme dominante come un insieme di individui. Se consideriamo

le connessioni tra i vertici come se rappresentassero un rapporto di conoscenza, allora

l’insieme dominate rappresenta il numero minimo di individui che conoscono tutti

nella rete di riferimento.

Dato G = (V,E), il numero di dominazione γ(G) è il numero di vertici in un

insieme dominante minimo per G e in questo caso si può parlare di insieme dominante

minimo. Il problema di verificare se γ(G) ≤ k per un dato grafo G e valore di input

k, è un problema decisionale NP-completo classico nella teoria della complessità

computazionale, come mostrato in [28]. La Figura 1.1 mostra un semplice esempio

di grafo dove i vertici grigi rappresentano l’insieme dominante.

Esistono circa 80 varianti del problema della Dominazione, la maggior parte

raccolte in [60], che pongono l’attenzione su particolari caratteristiche nel selezionare

l’insieme D (collegato, indipendente) oppure condizioni su V − D (ogni vertice

dominato esattamente o almeno k volte). In questo lavoro verrà trattata la variante

conosciuta come Dominazione Romana. Come sarà presentato nel prosieguo, questa

variante si pone l’obbiettivo di assegnare un valore scelto tra (0, 1, 2) a tutti i vertici,

con l’unico vincolo che ogni vertice con il valore 0 abbia un vertice adiacente con il

valore 2, con lo scopo di minimizzare la somma di tutti i valori assegnati ai vertici.
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1.2 Definizioni sulla Dominazione Romana

Per convenzione, un grafo è determinato dai suoi archi e dell’insieme dei vertici, quindi

si scriverà G = (V,E) anche se la maggior riparte delle volte si farà riferimento ad

esso con la forma abbreviata G. Per completezza, V (G) e E(G), o più semplicemente

V e E denotano rispettivamente l’insieme dei vertici e degli archi del grafo G. Per

un grafo G = (V,E), con |V | si definisce la cardinalità dell’insieme dei vertici

presenti in G, mentre con {u, v} si indica un generico arco di G. Verranno presi in

considerazione solamente grafi non orientati cioè grafi in cui gli archi non hanno

orientamento. Questo significa che l’arco (u, v) è identico all’arco (v, u). Sotto queste

ipotesi il numero massimo di archi in un grafo non orientato risulta essere uguale a

|V |(|V | − 1)/2.

In un grafo G = (V,E), il grado di un vertice, denotato con deg(v), indica

il numero di vertici adiacenti ad esso. Il grado minimo e quello massimo di un

grafo G = (V,E) sono denotati rispettivamente con δ(G) = mindeg(v) : v ∈ V e

con ∆(G) = maxdeg(v) : v ∈ V . Un vertice si dice isolato se il suo grado è pari a

zero, e un grafo si dice connesso se non possiede vertici isolati. Per ogni vertice

v ∈ V , il vicinato aperto di v è l’insieme N(v) = u ∈ V : {u, v} ∈ E e il vicinato

chiuso è l’insieme N [v] = N(V ) ∪ v. Per un insieme S ⊆ V , il vicinato aperto è

N(S) =
⋃

v∈S N(v) e il vicinato chiuso è N [S] = N(S) ∈ S.

Il problema della Dominazione Romana è un problema relativamente recente

della teoria dei grafi introdotto in [63], ripreso in [19] e [55] poi approfondito e

formalizzato dal punto di vista matematico principalmente in [18], [39], e nella tesi

di dottorato [10].

Dato un grafo non orientato G = (V,E), una Funzione di Dominazione Romana

(spesso abbreviata con la sigla RDF) è definita come una funzione f : V → {0, 1, 2}

che soddisfa la condizione che ogni vertice u : f(u) = 0 sia adiacente ad almeno un

vertice v : f(v) = 2. Il peso di una Funzione di Dominazione Romana è la somma di

tutti i valori assegnati f(u) : u ∈ E. Il peso minimo è conosciuto come il Numero di

Dominazione Romana e il problema della Dominazione Romana si prefigge proprio
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di trovare questo valore. Quindi per un qualsiasi grafo G, si definisce Numero di

Dominazione Romana il valore minimo dell’insieme delle funzioni di Dominazione

Romana:

γR(G) = min
f∈F

f(V ) = min
f∈F

∑

u∈V

f(u).

dove F è l’insieme di tutte funzioni di Dominazione Romana valide per il grafo G.

Il problema prende spunto dal passaggio di una strategia militare forward defense,

in cui le legioni romane presidiavano anche le più lontane province dell’Impero, ad

una strategia defense in depth, ideata dall’imperatore Costantino, per fronteggiare la

riduzione del numero di legioni. Con la nuova strategia, una provincia era considerata

sicura se era presidiata da una o più legioni. D’altra parte, poteva dirsi difendibile

se questa provincia confinava con una provincia che era presidiata da almeno due

legioni, altrimenti la provincia era detta non-sicura.

L’idea è che i valori 1 e 2 rappresentano rispettivamente una e due legioni romane

di istanza in una data località, rappresentata come un vertice v del grafo G. Una

località vicina u (un vertice adiacente a v) è considerata non protetta se non possiede

legioni di istanza (cioè f(u) = 0). Una posizione non protetta u poteva essere

assicurata mediante l’invio di una legione a u da un luogo vicino v. Ma l’imperatore

Costantino il Grande, nel IV secolo D.C, ha decretato che una legione non può essere

spostata da una posizione v se così facendo si lascia la posizione non protetta (cioè

se f(v) = 1). Così, due legioni devono essere di istanza in un luogo (f(v) = 2) prima

che una possa essere inviata a un luogo vicino. Pensando di rappresentare tutte le

località più importanti dell’impero romano tramite i vertici di un grafo connessi tra

di loro dalle strade costruite dai romani, si ha una rappresentazione del problema e

della nascita del nome della variante.

Dato un grafo G = (V,E), sia f : V → {0, 1, 2} una funzione di Dominazione

Romana e sia (V0, V1, V2) la partizione indotta da f , dove Vi = v ∈ V |f(v) = i con

Vi = ni, per i = 0, 1, 2. Da notare che si tratta di una corrispondenza 1-1 tra la

funzioni f : V → 0, 1, 2 e la partizione (V0, V1, V2) di V e ciò permette di scrivere la

funzione di Dominazione Romana anche nella forma f = (V0, V1, V2). Una funzione
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f = (V0, V1, V2) è una funzione di Dominazione Romana se V 2 � V 0, dove � sta ad

indicare che l’insieme V2 domina l’insieme V0, cioè V0 ⊆ N [V 2]. Sotto queste ipotesi

si ha che il peso di f è f(V ) =
∑

v∈V f(v) = 2n2 + n1 e il numero di Dominazione

Romana, denotato γR(G) e a volte abbreviato con la sigla RDN, è uguale al peso

minimo di una RDF su G, e si dice che una funzione f = (V0, V1, V2) è una funzione

γR se risulta essere una RDF e f(V ) = γR(G).

Come dimostrato in [18], ricollegandosi al problema della dominazione nella sua

formulazione generica essa è il relazione alla variante romana come mostrato di

seguito.

Proposizione 1. Per qualsiasi grafo G:

γ(G) ≤ γR(G) ≤ 2γ(G).

In [10] si fornisce la dimostrazione del seguente teorema:

Teorema 1. La funzione di Dominazione Romana è un problema NP-completo.

La dimostrazione viene affrontata tramite una riduzione al problema del 3-SAT e

in maniera analoga si dimostra che anche nel caso di grafi bipartiti e grafi planari

il problema si presenta in forma NP-completa. Dalla Proposizione 1 si ha che

γR(G) ≤ 2γ(G). Si dice che un grafo G è Romano se γR(G) = 2γ(G), quindi di può

dire che:

Proposizione 2. Un grafo G è Romano se e solo se esiste una funzione di Domi-

nazione Romana f = (V0, V1, V2) tale che:

n1 = |V1| = 0.

Proposizione 3. Per qualsiasi grafo G di ordine n, γ(G) = γR(G) se e solo se

G = Kn.
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Sempre in [18] si fanno ulteriori considerazioni sulle caratteristiche della partizione

dei vertitici di G indotta dalla funzione di Dominazione Romana. I più importanti

per il lavoro svolto vengono riportati qui di seguito.

Proposizione 4. Sia f = (V0, V1, V2) una funzione di Dominazione Romana. Allora

• G[V1], che risulta essere il sotto-grafo indotto da V1, ha grado massimo uguale

a 1.

• Non esistono archi di G che vanno da V1 a V2.

• Ogni vertice di V0 è adiacente al massimo a due vertici di V1.

• V2 è un insieme dominante per il grafo G[V0 ∪ V2].

• Per qualsiasi grafo G privo di vertici isolati, posto che n1 sia minimale allora

n0 ≥ 3 · n/7.

Il limite inferiore seguente che si riferisce al numero di Dominazione Romana di

qualsiasi grafo è dimostrato in [39].

Proposizione 5. Per qualsiasi grafo G di ordine n con grado massimo ∆(G), si ha:

2n

∆(G) + 1
≤ γR(G).

In [61] tramite un metodo probabilistico viene dimostrato il seguente limite

superiore:

Proposizione 6. Per un qualsiasi grafo G di ordine n con grado minimo δ(G) si

ha:

γR(G) ≤ n ·
2 + ln((1 + δ(G))/2)

1 + δ(G)
.

In [76] vengono dimostrati due limiti superiori per la funzione di Dominazione

Romana:

Proposizione 7. Per qualsiasi grafo G di ordine n:

γR(G) ≤
4n

5
.
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Proposizione 8. Per qualsiasi grafo G di ordine n ≥ 9, e grado minimo δ(G) ≥ 2

si ha:

γR ≤
8n

11
.

In [58] viene fatta la seguente caratterizzazione degli insieme risultanti dalla

partizione:

Proposizione 9. Per qualsiasi grafo G di ordine n ≥ 3 si ha che:

• |V0| ≥ n/5 + 1;

• |V1| ≤ 4n/5− 2;

• |V2| ≤ 2n/5.

Alcuni di questi limiti verranno richiamati per dimostrare la bontà delle risultati

forniti dagli algoritmi euristici, specificando anche quale limite risulta essere più

stretto in base alle caratteristiche dei grafi.

Come detto precedentemente il problema della Dominazione Romana nella sua ver-

sione decisionale, risulta essere NP-completo e le ricerche recenti di approfondimento

rivolgono la propria attenzione nel caratterizzare specifiche classi di grafi.

In [77] viene mostrato un problema di locazione di risorse che viene risolto tramite

un’applicazione della Dominazione Romana trattando il problema di posizionare

un numero minimo di server in modo tale che due richieste provenienti da vertici

differenti possano essere servite con due server diversi. In [24] viene mostrata

un’applicazione su grafi a disco (grafi di intersezione di dischi di dimensioni uguali

nel piano) ampiamente usati come modello matematico per la progettazione di reti

wireless, per i quali viene descritto un algoritmo di approssimazione in tempo lineare.

In [21] viene fatta una caratterizzazione della Dominazione Romana sugli alberi,

in [50] si dimostra che il numero di Dominazione Romana di un grafo intervallo

(grafo che rappresenta le intersezioni di una insieme di intervalli su una retta reale)

può essere calcolato in tempo lineare così come nel caso di co-grafi (grafi generati a

partire da un singolo vertice K1 procedendo per completamento e unione disgiunta)
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oltre a mostrare l’esistenza di algoritmi capaci di calcolare il numero di Dominazione

Romana in tempo polinomiale per grafi con un d-octopus (un d-octopus di un grafo

G = (V,E) è un sottografo T = (W,F ) di G tale che W è un insieme dominante di

G, e T è l’unione di d percorsi minimi di G che hanno un estremo in comune [38]).

L’obbiettivo che si propone questo dissertazione è fornire degli algoritmi capaci di

produrre un’approssimazione in tempo polinomiale per qualsiasi grafo.

1.3 Classi di grafi presi in esame

Avendo l’obbiettivo di produrre e validare degli algoritmi euristici che abbiano un

buon comportamento su qualsiasi classe di grafi, sono state implementate delle

procedure per la generazione di un vasto insieme eterogeneo di grafi su cui sono poi

state provate le varie implementazioni capaci di generare una copertura romana per

tali grafi. Le famiglie di grafi generate sono state grafi random tramite il modello di

Edgar Gilbert, grafi random tramite il modello di Barabási-Albert, grafi bipartiti,

grafi planari, grafi a griglia e grafi del Re.

Si definisce random un grafo generato tramite un qualche processo casuale e

non riproducibile. La teoria che ruota attorno ai grafi random è un’intersezione

tra teoria dei grafi e teoria probabilistica a cui sono stati dedicati parecchi lavori

tra cui [3]. Un grafo random è ottenuto partendo da un insieme di n vertici isolati,

quindi non collegati tra di loro, procedendo successivamente all’aggiunta di archi che

li colleghino in maniera casuale. Se in un grafo pur essendo casuale, è desiderabile

che siano presenti determinate proprietà, allora la procedura che lo genera può avere

dei parametri di ingresso che guidano la creazione del grafo stesso. La scelta dei

parametri da utilizzare durante la generazione del grafo, genera un modello differente.

Ogni modello produce una distribuzione di probabilità degli archi del grafo diversa

come ampiamente trattato in [3].

Il primo modello che si è scelto di implementare in questo lavoro è stato quello

di Edgar Gilbert [16], comunemente denotato con G(n, p), nel quale ogni possibile

arco, è presente con probabilità 0 < p < 1. Le probabilità utilizzate variano da 0.01
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a 0.9 e il numero di vertici presenti per ogni grafo varia tra i 50 e i 10000. Con una

leggera variante del modello si sono generati anche dei grafi random con un grado

massimo fissato quindi un ∆(G) = k con k dato in input.

Un secondo modello di grafi random implementato è stato quello di Barabási-

Albert [1]. Questo modello incorpora un nuovo concetto nei grafi random, cioè la

formalizzazione di una rete a invarianza di scala. In un grafo che gode di questa

proprietà, la distribuzione dei gradi dei vertici che compongono il grafo seguono una

legge di potenza. Questo significa che si può individuare una partizione di vertici

P (k) che hanno k connessioni verso altri vertici e per k abbastanza grande si ha:

P (k) ∼ k−ρ.

dove ρ è un parametro che solitamente oscilla nell’intervallo 2 < ρ < 3 e nel caso

specifico del modello di Barabási-Albert è uguale a 3.

Una caratteristica che scaturisce da questa proprietà è che nei grafi con inva-

rianza di scala sono presenti dei particolari vertici detti hub che hanno un grado

di connessione molto alto rispetto alla media. Questa tipologia di grafi sono stati

osservati in svariati contesti naturali e sociali, dai social network alla diffusione delle

malattie fino ad arrivare alla struttura di Internet.

Il modello riprende e implementa due caratteristiche osservabili anche nelle reti

appena nominate: la crescita continua e la giunzione preferenziale. La crescita

continua implica che il grafo può continuare a crescere nel tempo. La giunzione

preferenziale indica la tendenza dei nuovi vertici a collegarsi a vertici che hanno già

un alto grado di connessione. Quindi più il vertice è connesso all’interno della sua

rete, più è probabile che riceva altre connessioni in fase di crescita. Intuitivamente,

come trattato anche in [11] e in [64] questo fenomeno è osservato per esempio nei

collegamenti che si creano su Internet in cui si ha la tendenza di un nuovo sito si

incorporare i collegamenti a siti molto popolari sul web. Così come un nuovo utente

di un social network tende a collegarsi con utenti popolari sul social piuttosto che con

utenti sconosciuti. Un’altra interessante proprietà del modello Barabási-Albert, è
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(a) Grafo random (b) Grafo con invarianza di scala

Figura 1.2: Esempio di grafo random (a) e grafo con invarianza di scala (b).

che la lunghezza del cammino medio tra una qualsiasi coppia di vertici risulta essere

più breve rispetto a un grafo random classico. Questa grandezza cresce in maniera

approssimativamente logaritmica rispetto alla grandezza del grafo stesso. La formula

che regola tale grandezza risulta essere:

l ∼
lnN

lnlnN
.

La procedura di generazione di un grafo così formato parte da una configurazione

iniziale di m0vertici. I vertici iniziali sono connessi tra di loro tali da formare un

Km0
. I nuovi vertici vengono aggiunti al grafo uno per volta. Ogni nuovo vertice

viene connesso ai vertici esistenti con una probabilità proporzionale ai collegamenti

del vertice già esistenti. Più formalmente la probabilità pi che un nuovo vertice sia

connesso ad un vertice i è:

pi =
ki

∑

j kj

dove ki rappresenta il grado del vertice i e la sommatoria racchiude tutti gli archi già

presenti nel grafo [2]. Con questa procedura, i vertici fortemente connessi tendono a

raccogliere sempre più connessioni mentre è più raro che i nuovi vertici si connettano

a vertici esistenti con un basso grado di connessioni. Una configurazione tipica dei

due modelli di grafi random è mostrata in Figura 1.2.
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Alcune prove sono state fatte su una leggera variante del modello. La variante

prevede la possibilità di decidere in fase di inizializzazione il numero di archi che

collegheranno ogni nuovo vertice al grafo esistente. Detto M questo valore, risulta

un prerequisito il fatto che sia M ≤ m0.

Tramite una personalizzazione del modello esposto in [16], usato già per la

generazione di grafi random, è stata generato un insieme di grafi bipartiti. Si ricorda

che un grafo si dice bipartito se è possibile suddividere i vertici presenti in due

sottoinsiemi disgiunti in maniera che non siano presenti archi che collegato due vertici

che fanno parte dello stesso insieme. Più formalmente dato un grafo G = (V,E)

si dice che G è bipartito se l’insieme dei vertici V può essere suddiviso in due

sottoinsiemi disgiunti V = V1 ∪ V2 tale che ∀(e) ∈ E ⇒ e = (v1, v2) : v1 ∈ V1, v2 ∈ V2.

Anche per questa classe di grafi è stata usata una probabilità di connessione tra

vertici che varia tra 0.01 e 0.9 e un numero variabile tra i 50 e i 10000 vertici. In

questo caso quindi la probabilità di connessione esprime la percentuale di connessioni

tra un vertice v1 ∈ V1 e l’insieme dei vertici di V2.

Altra classe di grafi generati sono stati i grafi planari. Si ricorda che si definisce

grafo planare un grafo che può essere raffigurato in un piano in modo che non si

abbiano archi che si intersecano tra di loro. Nella fase di generazione di questi

particolari grafi, si sono associate delle coordinate geometriche ad ogni vertice e si è

fatto in modo di collegare i vertici tra loro prediligendo giunzioni di vertici che posti

sul piano abbiano una distanza euclidea ridotta tra di loro. Alla fine del processo

di creazione e popolazione del grafo, comunque mantenuto casuale, si è verificata

l’effettiva planarità di esso tramite il test di planarità esposto in [67].

Una classe di grafi che sono serviti sia in fase di calcolo che in fase di studio teorico

sono i grafi a griglia. Un grafo a griglia è definito come un grafo n ∗m risultato di

un prodotto cartesiano Pn�Pm, dove Pn e Pm sono due grafi lineari rispettivamente

di n e m vertici. Un grafo così definito ha n ·m vertici e 2m · n−m− n archi.

Un’ultima tipologia di grafi utilizzati è stata quella dei cosiddetti grafi del Re.

Questo particolare tipo di grafi rappresentano tutte le possibili mosse della pedina del

Re nel gioco degli scacchi. In un grafo simile ogni vertice rappresenta un quadrato
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della scacchiera e ogni arco è un movimento della pedina del Re. Per un grafo di

questa forma delle dimensioni di n ∗m si ha un totale di n ·m vertici e un totale di

4n ·m− 3(n+m) + 2 archi.

Nella maggior parte dei casi si è scelto di rappresentare i grafi tramite liste di

adiacenza e di memorizzarli e leggerli tramite file di testo opportunamente formattati.

Nello specifico è stato scelto il formato denominato gdl che permette anche la

visualizzazione a schermo tramite un software dedicato che minimizza le intersezioni

in fase di disegno del grafo [70], [73]. Sotto stati utilizzati anche altri formati come il

comma-separated values(CSV) e il graphML, formato basato su XML che rappresenta

un buon tentativo di creare un formato standard per lo scambio di dati rappresentati

mediante grafi.

1.4 Panoramica degli argomenti trattati

Nella prima parte del secondo capitolo, viene presentato un metodo per individuare

una copertura per il problema della Dominazione Romana su grafi a griglia. In

particolare, viene dimostrato che questa nuova copertura permette un miglioramento

del limite superiore del numero di Dominazione Romana sui grafi a griglia, rispetto

ai valori conosciuti. Inoltre, viene dimostrato che la differenza tra il limite superiore

e quello inferiore risulta essere (m+ n+ 2)/5 = Θ(m+ n), che è sub-lineare, dato il

numero di vertici, m · n, del grafo a griglia .

Poiché le metodologie di copertura proposte godono della proprietà di non

ridondanza, cioè ogni vertice con valore romano 0 è coperto da esattamente un

vertice con valore 2 e data la struttura regolare dei grafi a griglia, si ipotizza che, dato

un grafo a griglia Gm,n, con m,n ≥ 5, il limite superiore trovato è molto vicino al

valore esatto del numero di Dominazione Romana del grafo, tanto da poter ipotizzare

che:

γ∗2(Gm,n)− 1 ≤ γR(Gm,n) ≤ γ∗2(Gm,n).
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Nella seconda parte del secondo capitolo è presentato un approccio al calcolo della

Dominazione Romana su grafi bipartiti, che si basa sull’equivalenza del problema

del vertex cover e il problema del matching, quest’ultimo computabile in tempo

polinomiale nel caso di grafi bipartiti come mostrato in [31]. Si è utilizzato questo

risultato per calcolare una Dominazione Romana consistente impiegando un tempo

computazionale polinomiale per la specifica classi dei grafi bipartiti. L’approccio

prevede di partire da un insieme di vertici che è uguale a quello del vertex cover,

riducendolo ad una funzione di Dominazione Romana procedendo poi per raffinamenti

successivi.

Nel terzo capitolo ci si pone l’obbiettivo di trovare un approccio generico che

permetta di calcolare una buona approssimazione del Numero di Dominazione

Romana su qualsiasi tipologia di grafo, senza fare nessuna supposizione sulla struttura

del grafo che quindi non sarà usata come parametro durante la computazione. Viene

così prodotta un’euristica che in tempo polinomiale produce una copertura romana e

un numero di Dominazione Romana che rispetta i limiti teorici noti. In conclusione

vengono proposte alcune varianti che migliorano il risultato ottenuto dall’euristica

precedente a discapito della complessità computazionale.

Nel quarto capitolo viene esposta l’implementazione tramite piattaforma distribui-

ta CUDA dell’approccio euristico che prevede punti iniziali di etichettatura multipli,

trattata nell’ultima parte del capitolo precedente. Saranno esplorate diverse otti-

mizzazioni per le diverse caratteristiche di grafi in esame e per adattare l’approccio

all’architettura stessa. Saranno analizzati i pro e i contro dell’architettura e esposti i

risultati ottenuti correlati dai dati di utilizzo di memoria e spazio su disco.



Capitolo 2

Dominazione Romana su classi di

grafi

Come si è visto nei paragrafi precedenti, il problema della Dominazione Romana è

un problema NP-completo [10], quindi l’obbiettivo che ci si pone in questo capitolo è

quello di trovare delle caratterizzazioni della funzione di Dominazione Romana per

delle specifiche classi di grafi. In letteratura vengono esposti parecchi approcci che

partendo dal presupposto di conoscere la struttura del grafo, riescono a calcolare

un numero di Dominazione Romana buono per alcune classi di grafi specifici. Un

esempio è mostrato in [50] dove si producono degli algoritmi efficienti per il calcolo

del numero di Dominazione Romana su grafi intervallo e co-grafi.

Nella prima parte di questo capitolo, viene presentato un metodo per individuare

una copertura per il problema della Dominazione Romana su grafi a griglia. In

particolare, viene dimostrato che questa copertura permette un miglioramento del

limite superiore sul numero della Dominazione Romana su grafi a griglia, rispetto ai

valori conosciuti.

Inoltre, viene dimostrato che la differenza tra il limite superiore e quello inferiore

risulta essere (m+ n+ 2)/5 = Θ(m+ n), che è sub-lineare, dato il numero di vertici,

m · n, del grafo a griglia .

Poiché le metodologie di copertura proposte godono della proprietà di non
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ridondanza, cioè ogni vertice con valore romano 0 è coperto da esattamente un

vertice con valore 2 e data la struttura regolare dei grafi a griglia, si ipotizza che,

dato un grafo a griglia Gm,n, con m,n ≥ 5, il limite superiore trovato è molto vicino

al valore esatto del numero di Dominazione Romana del grafo. Quest’argomento è

oggetto dell’articolo The Roman Domination Problem on Grid Graphs presentato

alla conferenza internazionale Middle-European Conference on Applied Theoretical

Computer Science (MATCOS-13) [46].

Nella seconda parte del capitolo è presentato un approccio al calcolo della Do-

minazione Romana su grafi bipartiti, che si basa sull’equivalenza del problema del

vertex cover e del matching, quest’ultimo computabile in tempo polinomiale nel

caso dei grafi bipartiti. Si è provato a utilizzare questo risultato per calcolare una

Dominazione Romana che basandosi su un insieme di vertici di partenza uguale a

quello del vertex cover produca una copertura romana consistente impiegando un

tempo computazionale polinomiale su grafi bipartiti.

2.1 Caratteristiche di un grafo a griglia

Una classe speciale di grafi non orientati è individuata dalla classe di grafi a griglia.

Si denota un grafo a griglia come un grafo formato da m righe e n colonne e viene

indicato con Gm,n. In [81] un grafo a griglia è definito come un grafo risultato di un

prodotto cartesiano Pn�Pm, dove Pn e Pm sono due grafi lineari rispettivamente di

n e m vertici.

In altre parole un grafo a griglia è un grafo i cui vertici corrispondono ai punti di

un piano con coordinate intere nella forma (i, j), con 0 ≤ i ≤ n− 1 e 0 ≤ j ≤ m− 1,

dove due vertici sono connessi tra di loro da un arco se i corrispondenti punti che li

identificano sono a distanza 1. La Figura 2.1 mostra un grafo a griglia del tipo G5,5.

Ogni vertice di un grafo a griglia è connesso al massimo a 4 vertici, cioè i vertici

di coordinate (i, j − 1), (i, j + 1), (i − 1, j) e (i + 1, j). Ovviamente i vertici che

stanno agli angoli del grafo sono connessi con solo 2 vertici mentre i vertici ai bordi

(ma non nell’angolo) sono connessi a 3 vertici.
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Figura 2.1: Grafo a griglia G5,5.

Per convenzione, le coordinate del vertice all’angolo in alto a sinistra sono (0, 0)

e quelle del vertice all’angolo in basso a destra del grafo Gm,n sono (m− 1, n− 1).

Il problema di trovare una Dominazione Romana per grafi a griglia è stato

formalizzato per la prima volta in [10] e poi in [39] e recentemente ripreso in [81]. In

[18] è mostrata una caratterizzazione del problema della Dominazione Romana per

grafi a grigliaG2,n riportando quanto segue:

γR(G2,n) = n+ 1. (2.1)

Viene lasciato anche un problema aperto, cioè la caratterizzazione del problema

per grafi a griglia Gm,n, con m,n ≥ 3. Particolare rilevanza ha il lavoro [10] dove gli

autori propongono un metodo di copertura per i grafi a griglia del tipo G3,n e G4,n.

In [81] viene mostrato un metodo di copertura per i grafi a griglia del tipo Gk,n con

5 ≤ k ≤ 8 e n ≥ 5 diversificando il metodo di copertura proposto a secondo di k. In

[39], per grafi a griglia del tipo Gm,n con m,n ≥ 5, viene proposto il seguente limite

superiore:

γR(Gm,n) ≤ 2 ·
(⌈m · n

5

⌉

+
⌈m

5

⌉

+
⌈n

5

⌉)

.
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Sempre in [39] viene dimostrato che per ogni grafo G 6= Kn con |V | = n, si ha il

seguente limite inferiore:

γR(G) ≥

⌈
2 · n

∆(G) + 1

⌉

.

Se si applica questo limite inferiore ad un grafo a griglia Gm,n con m,n ≥ 3, si ottiene

|V | = m · n e ∆(Gm,n) = 4 e risulta essere:

γR(Gm,n) ≥

⌈
2 · (m · n)

4 + 1

⌉

=

⌈
2 · (m · n)

5

⌉

.

2.2 Schemi di copertura per un grafo a griglia

Per i grafi a griglia sono stati individuati 5 diversi schemi di copertura che, come

si vedrà nella sezione successiva, portano ad un numero di Dominazione Romana

migliore del limite superiore noto. I diversi schemi hanno lo stesso meccanismo di

applicazione e si diversificano principalmente per la posizione iniziale del primo valore

romano 2 posizionato. Gli schemi, indicati con Si per i = 0, . . . , 4, avranno ognuno

un valore romano 2 nella posizione (0, i) e si applicano nella seguente maniera:

• Si sceglie il vertice del grafo dove posizionare il valore romano 2.

• Si assegna il valore romano 0 a tutti i vertici connessi al vertice con valore

romano 2.

• Muovendosi sulla griglia in senso orario ma come se fosse una scacchiera ed

eseguendo i movimenti legali della pedina del Cavallo nel gioco degli Scacchi,

si individuano gli altri vertici a cui assegnare il valore romano 2.

• Si assegna il valore romano 0 ai vicini e si ripete fino a quando è possibile il

punto precedente.

• Si assegna il valore romano 1 ai vertici rimanenti.
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S0 S1 S2 S3 S4

i mod 5 j mod 5 j mod 5 j mod 5 j mod 5 j mod 5
0 0 1 2 3 4
1 3 4 0 1 2
2 1 2 3 4 0
3 4 0 1 2 3
4 2 3 4 0 1

Tabella 2.1: Regole di posizionamento del valore romano 2 su grafo a griglia.

La procedura appena presentata si prende cura solamente di fissare le posizioni dei

vertici a cui assegnare il valore romano 2, in quando una volta noto l’insieme V2 è

banale determinare V0 e V1 di conseguenza. La Tabella 2.1 mostra come vengono

posizionati i valori romani 2 dal punto di vista matematico in base allo schema

adottato.

Il primo schema, denominato S0 è stato introdotto in [39], dove per griglie del

tipo Gm,n, con m,n ≥ 5 viene provato il seguente risultato:

Teorema 2. Dato un grafo a griglia Gm,n, con m,n ≥ 5, si ha:

γR(Gm,n) ≤ 2 ·
(⌈m · n

5

⌉

+
⌈m

5

⌉

+
⌈n

5

⌉)

.

Il modello proposto viene ripetuto su tutto il grafo a griglia, con la condizione

che esso abbia un numero di righe o colonne maggiore di 5. Gli altri quattro schemi

vengono introdotti in [46] e sono in grado di restituire risultati migliori rispetto a S0.

Questi nuovi schemi possono essere ricavati a partire da S0. Per ottenere lo schema

generico Si partendo proprio da S0, si spostino in ogni riga i valori romani 2 di i

posizioni, per i = 1, 2, 3, 4.

Tale modalità di copertura garantisce che a nessun vertice interno sia assegnato

un valore romano 1 e quindi si può affermare il fatto che segue.

Proposizione 10. Sia Gm,n un grafo a griglia. Se la funzione di Dominazione

Romana per Gm,n è ottenuta usando uno degli schemi S0, · · · , S4, allora ogni vertice

interno appartiene a V0 ∪ V2.
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2.3 Miglioramento dei limiti

La struttura regolare di un a grafo a griglia rende possibile la seguente uguaglianza

tra il grafo Gm,n e il suo trasposto Gn,m:

γR(Gm,n) = γR(Gn,m).

in ogni caso per chiarezza, si definisce γ∗2(Gm,n) come:

γ∗2(Gm,n) = min{γ2(Gm,n), γ2(Gn,m)}.

Per quanto riguarda il metodo di copertura per grafi del tipo G5,n in [81] si dice che:

γR(G5,n) =







8 n = 3

⌊
12n

5

⌋

+ 2 altrimenti

(2.2)

Dagli argomenti trattati sempre in [81] si può dedurre che:

Lemma 3. Sia G = C5�Pn con n ≥ 5 il prodotto Cartesiano tra un grafo a ciclo

con 5 archi e un grafo lineare con n− 1 archi. Allora G può essere coperto da un

qualsiasi schema Si, e quindi si ha:

γi(C5�Pn) = γi(Pn�C5) = γR(C5�Pn) = 2 · n+ 2

Il seguente Teorema, oggetto del lavoro di ricerca e argomento della pubblicazio-

ne [46], migliora il limite superiore mostrato nel Teorema 2.

Teorema 4 (Teorema delle Griglie). Sia Gm,n un grafo a griglia, con m,n ≥ 5.
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Grafi a RDN S2 S2 Teorema delle griglie Teorema 2
Griglia γR γ2 γ∗

2

5x5 14 14 14 14 14
5x6 16 16 16 16 18
5x7 18 18 18 18 20
5x8 21 21 21 21 22
5x9 23 23 23 23 24

6x5 16 16 16 16 18
6x6 19 19 19 19 24
6x7 22 22 22 22 26
6x8 24 25 24 24 28
6x9 27 27 27 27 30

7x5 18 19 18 18 20
7x6 22 22 22 22 26
7x7 24 25 25 25 28
7x8 28 28 28 28 32
7x9 31 31 31 31 34

8x5 21 21 21 21 22
8x6 24 24 24 24 28
8x7 28 28 28 28 32
8x8 32 32 32 32 34
8x9 35 35 35 35 38

9x5 23 23 23 23 24
9x6 27 27 27 27 30
9x7 31 31 31 31 34
9x8 35 35 35 35 38
9x9 n.d. 38 38 38 42

Tabella 2.2: Confronto tra il valore ottimo di γR, dato dall’equazione di pagina 19,
lo schema S2, il Teorema delle Griglie e il Teorema 2.

Allora usando lo schema S2 si ha:

γR(Gm,n) ≤ γ∗2(Gm,n) =







⌊
2 · (m · n+m+ n)

5

⌋

− 1 se m,n mod 5 = 4

⌊
2 · (m · n+m+ n)

5

⌋

altrimenti.

(2.3)

Ponendo la formula sotto una forma più semplice si ha:

γ∗2(Gm,n) ≤

⌊
2 · (m · n+m+ n)

5

⌋

≤ 2 ·
(⌈m · n

5

⌉

+
⌈m

5

⌉

+
⌈n

5

⌉)

.
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A sostegno di questa tesi nella tesi di Dottorato The Roman Domination Problem

on Grid Graphs del Dott. V. Currò [7] vengono dimostrati i seguenti fatti:

Lemma 5. Il Teorema delle Griglie è vero per grafi a griglia Gm,n con 5 ≤ m ≤ 9 e

n ≥ 10.

Lemma 6. Per un grafo a griglia Gm,n con 5 ≤ m ≤ 8 e n ≥ 5, con l’eccezione del

grafo G7,7, il Teorema delle Griglie restituisce un valore di γR(Gm,n) uguale a quello

ottenuto usando l’equazione di pagina 19.

Inoltre dall’osservazione sperimentale si può dedurre che il Teorema delle Griglie

è vero per grafi Gm,n con 5 ≤ m,n ≤ 9 e la dimostrazione risulta essere immediata

osservando la Tabella 2.2.

Al fine di migliorare il limite inferiore conosciuto, si introduce un nuovo concetto

associato ad ogni singolo vertice. Si parlerà quindi di costo di copertura di un vertice

indicandolo con il simbolo χ(v). In un dato grafo a griglia, per ogni vertice tale

grandezza rappresenta quanto si spende per proteggere quel vertice data una funzione

di Dominazione Romana.

Per esempio, banalmente se un vertice v è etichettato con valore romano 1, allora

il suo costo risulta essere 1.

χ(v) = 1.

Se invece un vertice v è etichettato con valore romano 2, allora il suo costo è

ugualmente condiviso e ammortizzato da se stesso e dai suoi vicini. In questo modo

il costo condiviso, indicato con σ, è definito come il valore:

σ(v, w) =
2

N [v]
∀w ∈ N [v].

Infine se un vertice v è etichettato con valore romano 0, allora si ha che:

σ(v, w) = 0 ∀w ∈ N [v].
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Da queste affermazioni si può dedurre che se un vertice v è etichettato con valore

romano 0 o 2, allora il suo costo è la somma di tutte le condivisione dei vertici del

vicinato, incluso se stesso, cioè è uguale al valore calcolato dalla seguente formula:

χ(v) =
∑

w∈N [v]

σ(w, v).

Chiaramente, la somma di tutti i costi sarà uguale al numero di Dominazione Romana,

cioè:
∑

v∈V

χ(v) =
∑

v∈V

fRD(v).

Nel caso specifico dei grafi a griglia, si vogliono suddividere i vertici in due

sottoinsiemi in base alla loro posizione sulla griglia stessa: A è l’insieme dei vertici

interni e B è l’insieme dei vertici sui bordi o frontiera. I vertici in A hanno un costo

di almeno 2/5. Infatti, nel migliore dei casi, si ha un vertice v con valore romano

assegnato pari a 2 e i suoi quattro vicini con valore romano 0 e coperti solo da v. Per

i vertici in B, il problema di trovare il costo è un po’ più complicato. Ogni vertice

sui bordi potrebbe anch’esso avere un costo di almeno 2/5, ed è il caso nel quale il

vertice esterno è coperto solo da un vertice interno etichettato con il valore romano 2.

Quindi considerando questi fatti il limite inferiore per un grafo a griglia al

momento risulta essere:

γR ≥
2

5
· |A|+

2

5
· |B| =

2

5
· |V | =

⌈
2 · (m · n)

5

⌉

.

Come si può osservare dall’analisi delle configurazioni che si possono venire a creare

mostrate in 2.2, non tutti i vertici in B hanno un costo di copertura pari a 2/5.

Partendo da questa analisi, in [7] viene definito B∗ come l’insieme di vertici che

hanno un costo di almeno 2/4:

B∗ = {v ∈ B : χ(v) < 2/4}.

E supponendo di usare una funzione di Dominazione Romana che generi un insieme



2.3 Miglioramento dei limiti 23

caso 1

caso 2

caso 3

caso 4caso 5

caso 6

caso 7

Figura 2.2: Distribuzione del costo di copertura di un vertice sul bordo.

V1 minimale, cioè dove nessun vertice in V1 abbia un vicino in V2 si dimostra il

seguente Lemma.

Lemma 7. Sia Gm,n un grafo a griglia con copertura romana dove V1 sia minimale,

allora esiste una funzione iniettiva f : B∗ → A ∪B, tale che ∀v ∈ B∗:

χ(v) + χ(f(v)) ≥







2/5 + 2/4 se f(v) ∈ A

2/4 + 2/4 se f(v) ∈ B

. (2.4)

Riassumendo i risultati ottenuti si ha:

γR(Gm,n) ≥
|A| · 2

5
+
|B| · 2

4
=

⌈
(2 ·m · n+m+ n− 2)

5

⌉

>

⌈
2 · (m · n)

5

⌉

.

Cioè il limite inferiore calcolato tenendo conto dei costi di ogni singolo vertice

nella griglia risulta essere maggiore, e quindi più accurato, del limite inferiore noto.

In conclusione ricordando il Teorema 4 sulle Griglie si ha che:

γR(Gm,n) ≤

⌊
2 · (m · n+m+ n)

5

⌋

.

Quindi unendo i risultati ottenuti si ha che il numero di Dominazione Romana per

un grafo a griglia è limitato come segue:

⌈
(2 ·m · n+m+ n− 2)

5

⌉

≤ γR(Gm,n) ≤

⌊
2 · (m · n+m+ n)

5

⌋

. (2.5)
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La distanza risulta essere (m+n+2)/5 = Θ(m+n), la quale risulta essere sub-lineare,

dati il numero dei vertici m · n del grafo a griglia.

2.4 Equivalenza tra vertex cover e il problema del

matching per grafi bipartiti

Anche per quanto riguarda i grafi bipartiti il problema della Dominazione Romana

risulta essere NP-completo. Se ne da un accenno in [10] e in più esistono molti lavori

che riportano la caratteristica di NP-completezza anche per il problema generico

della Dominazione come per esempio in [35]. L’idea è quella di aggirare l’ostacolo

sfruttando l’equivalenza tra particolari problemi su questa specifica classe di grafi.

Nella teoria dei grafi, un vertex cover di un grafo è rappresentato da un insieme

di vertici tali che ogni arco del grafo sia incidente ad almeno un vertice dell’insieme.

Più formalmente si definisce C un vertex cover per il grafo G = (V,E) se per ogni

arco {u, v} ∈ E è vera una delle due seguenti affermazioni:

• u ∈ C;

• v ∈ C.

Un vertex cover è detto minimo se non è possibile determinarne un altro di cardinalità

minore e il problema del Vertex Cover Minimo consiste nel trovare un vertex cover

per G di cardinalità minima. Si può vedere un esempio di vertex cover per un grafo

G in Figura 2.3

Figura 2.3: Vertex cover di un grafo.
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Il problema di trovare il vertex cover minimo è un problema classico dell’ottimiz-

zazione combinatoria in quanto si tratta di un problema NP-completo ben studiato

nella teoria della complessità ripreso per esempio in [59]. Il problema di trovare un

vertex cover è strettamente correlato al problema di trovare un insieme indipendente

massimale. Infatti risulta essere che un insieme di vertici è un vertex cover se e solo

se il suo complemento C̄ = V \ C rappresenta un insieme indipendente. Da ciò si

deduce che un grafo con n vertici avrà un vertex cover di cardinalità k se e solo

se il grafo ha in insieme indipendente di cardinalità n− k . Quindi i due problemi

risultano essere duali.

Nonostante il vertex cover sia un problema NP-completo, un algoritmo brute

force (cioè un algoritmo capace di provare tutte le possibili soluzioni) può risolverlo

in tempo 2O(K) ∗ nO(1). Ciò significa che è un problema trattabile a parametro fisso,

e se si è interessati solo a piccoli valori di k, si può risolvere il problema in tempo

polinomiale. La strategia dell’algoritmo brute force è di scegliere un vertice e fare

salti ricorsivi, con due casi ad ogni passo: inserire nell’insieme che andrà a formare il

vertex cover il vertice corrente o tutti i vertici ad esso adiacenti ed è esposto in [79].

Nella teoria dei grafi, il matching di un grafo è un insieme di archi tali che essi

non condividono nessun vertice tra di loro. In altre parole si tratta di un insieme di

archi in cui è impossibile trovarne due che condividono uno stesso endpoint (punto di

incidenza in un vertice). Un matching massimale è un insieme M di un grafo G tale

che se un arco che non è già in M viene aggiunto ad M , allora M non sarà più un

matching. In altre parole, un matching M di un grafo G è massimale se ogni arco di G

ha un intersezione non vuota con almeno un arco in M . Un matching massimo (cioè

un insieme di matching con la cardinalità massima possibile) è l’insieme che contiene

il maggiore numero possibile di archi. Possono esserci diversi insiemi di matching

con la stessa cardinalità e questa cardinalità viene indicata come il matching number

di un grafo. Da sottolineare che ogni matching massimo è massimale ma non è vero

il viceversa. Ma se un insieme risulta essere sia massimale che massimo allora lo si

usa denotare come matching perfetto [15].

Il teorema di König, fornito da Dénes König in [31] e rivisitato recentemente anche
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in [12] , è conosciuto per aver presentato l’equivalenza tra il problema del matching e

quello del vertex cover per quanto riguarda i grafi bipartiti. Per i grafi che non sono

bipartiti, la complessità della risoluzione dei due problemi è molto diversa. Infatti il

problema del matching è risolvibile in tempo polinomiale per qualsiasi classe di grafi

mentre il vertex cover nella sua formalizzazione generale è un problema NP-completo.

Quindi l’equivalenza dimostrata da König permette di risolvere il problema del

vertex cover su dei grafi bipartiti in tempo polinomiale nonostante la NP-completezza

del problema generale se applicato ad altre classi di grafi [40]. Il teorema si basa

sull’asserzione che in un qualsiasi grafo bipartito, il numero di archi presente in un

matching massimo è uguale al numero di vertici in un vertex cover minimo. Da

sottolineare, come viene fatto in [66] che sebbene i due problemi siano equivalenti, non

esiste la stessa equivalenza per gli algoritmi di approssimazione. Infatti l’algoritmo

per trovare il matching massimo di un grafo bipartito può essere approssimato in

tempo costante da un algoritmo distribuito. A differenza del calcolo approssimato di

un vertex cover minimo di un grafo bipartito che richiede almeno tempo logaritmico.

2.4.1 Algoritmo e Analisi

La dimostrazione del teorema fornisce anche la struttura e la possibilità di costruire

un algoritmo che permetta il calcolo effettivo del matching e quindi del vertex cover

nel caso di grafi bipartiti. Tuttavia l’algoritmo di Hopcroft-Karp [29] è usato più

frequentemente per risolvere il problema in maniera efficiente, in quanto è meno

difficile da comprendere e implementare e in questo lavoro è stato utilizzato proprio

quest’ultimo. Tale algoritmo, dato G(V,E) tale che G sia bipartito, è in grado di

produrre in tempo O(|E|
√

|V |) un matching di cardinalità massima.

Vediamone nel dettaglio l’approccio utilizzato, dando in fase preliminare alcune

utili definizioni. Un vertice che non è un endpoint per nessun matching parziale M è

detto vertice libero. Si definisce augmenting path un cammino che parte e finisce in un

vertice libero, e si alterna durante il percorso tra un vertice che fa parte del matching

e un vertice che non ne fa parte. Se M è un insieme di matching di cardinalità |V | e P
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è un augmenting path associato a M , allora la differenza simmetrica dei due insieme

di archi, M
⊕

P , costituisce un matching di dimensioni |V | + 1. Quindi ad ogni

passo la cardinalità dell’insieme di matching aumenta fino a trovare la cardinalità

massima possibile. Supponendo per assurdo che |M | non sia ottimale, si assegni

a P la differenza simmetrica M
⊕

M∗ dove M∗ è un matching ottimale. Allora

P deve formare una collezione di augmenting path disgiunti cioè cicli e percorsi

nei quali sono presenti un numero uguale di archi che hanno un matching e quelli

che non ce l’hanno. La differenza di dimensioni tra M e M∗ rappresenta il numero

di augmenting path in P . In questo modo, se nessun augmenting path può essere

trovato, l’algoritmo finisce dato che in questo caso M deve essere già ottimale.

Siano U e V i due insiemi di un grafo bipartito e M il matching da U a V .

L’algoritmo si sviluppa in diverse fasi e per ogni fase vengono eseguite le seguenti

operazioni:

• Una visita in ampiezza partiziona i vertici del grafo in livelli. I vertici liberi

in U sono utilizzati come punto di partenza e formano il primo livello della

partizione. Al primo livello della ricerca, solo gli archi senza matching possono

essere attraversati. Nei livelli successivi della ricerca, per attraversare qualsiasi

arco è richiesto l’alternarsi tra archi con matching e archi senza. Quindi quando

si cerca un successore partendo da un vertice in U , verranno attraversati solo

archi senza matching, mentre nel caso di un vertice in V , saranno attraversati

solo archi con matching. La ricerca si interrompe ad un qualsiasi livello k in

cui uno o più vertici in V vengono raggiunti.

• Tutti i vertici liberi in V al livello k sono posizionati in un insieme F . In

pratica, un vertice v è posizionato in F se e solo se è l’estremità finale di un

augmenting path.

• Arrivati a questa fase l’algoritmo ha a disposizione un insieme massimale di

vertici disgiunti che formano un augmenting path di lunghezza k. Questo

insieme può essere elaborato da una ricerca in profondità da F ai vertici liberi

di U , usando il livello generato al primo passo dalla visita in ampiezza per farsi
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guidare nella ricerca. La ricerca in profondità è permessa solo se si seguono

archi che portano ad un vertice non utilizzato nel livello precedente. Inoltre i

percorsi nell’albero generato dalla ricerca in profondità devono alternarsi tra

archi che hanno un matching e archi che non ce l’hanno. Nel momento in cui

un augmenting path che coinvolge un vertice in F è stato trovato, la ricerca in

profondità prosegue con il vertice successivo.

• Ogni percorso trovato in questo modo viene utilizzato per espandere M .

L’algoritmo termina quando nella fase di ricerca in ampiezza del primo passo,

non viene trovato nessun nuovo augmenting path.

Ogni singola fase consiste in una ricerca in profondità o in ampiezza ed entrambe

possono essere implementate in tempo lineare. Questo vuol dire che le prime
√

|V |

fasi impiegano tempo O(|E|
√

|V |) in un grafo con |V | vertici e |E| archi. E’ possibile

dimostrare come viene fatto in [29], che ogni fase incrementa la lunghezza del più corto

augmenting path di almeno un’unità. Infatti ogni fase trova un insieme massimale

di augmenting path di una data lunghezza e questo implica che non può esisterne

uno di lunghezza maggiore. In più, una volta che sono completate
√

|V | fasi, gli

augmenting path rimanenti devono essere composti da almeno
√

|V | archi. Tuttavia

la differenza simmetrica di un eventuale matching ottimale rispetto ad un matching

parziale di M trovato nella prima fase, forma una collezione di augmenting path

e cicli alternati di vertici disgiunti. Se ogni percorso della collezione ha lunghezza

almeno
√

|V |, possono essere presenti al massimo
√

|V | percorsi nella collezione

e la dimensione del matching ottimale può differire dalla dimensione di |M | di al

massimo
√

|V | archi. Siccome ogni fase incrementa la dimensione del matching di

almeno un’unità, allora ci possono essere al massimo
√

|V | fasi aggiuntive prima

che l’algoritmo termini correttamente. Visto che l’algoritmo esegue un totale di al

massimo 2
√

|V | passi, impiega un tempo massimo di O(|E|
√

|V |) nel caso peggiore.

In verità pare che altri studi hanno dimostrato che l’algoritmo non si comporta così

bene nella realtà come nella teoria ma continua ad essere comunemente utilizzato

per la sua facilità di implementazione e comprensione.
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2.5 Riduzione del Vertex Cover al problema della

Dominazione

Come visto nella fase introduttiva, dato un grafo non orientato G = (V,E), si

definisce l’insieme D ⊆ V come un insieme dominante se ogni v ∈ V o fa parte di D

oppure è adiacente ad almeno un elemento di D.

Dato un grafo G = (V,E) che contiene un’istanza di vertex cover di dimensione k,

si vuole convertire tale istanza in un’istanza per il problema dell’insieme dominante.

La procedura di conversione prevede che per ogni arco e = (u, v) del grafo G, si

aggiungano un vertice Suv e gli archi (u, suv) e (v, suv). In pratica si viene a creare

un triangolo per ogni arco in G e si denota con G
′

= (V
′

, E
′

) il grafo così ottenuto.

u

w x

v

S
uv

vu

w x

S
ux

S
wx

S
uw

G G'

Figura 2.4: Vertex cover in G e insieme dominante in G’.

Dal grafo della Figura 2.4 si deduce che il suo vertex cover è l’insieme formato

dai vertici (u, x), il quale è anche l’insieme dominante del grafo appena costruito

G
′

. Tuttavia è importante sottolineare, anche per il prosieguo dello svolgimento, che

l’insieme {u, v} in G rappresenta un insieme dominante ma non un vertex cover.

Proposizione 11. Il vertex cover è un caso speciale dell’insieme dominante. Più

formalmente, vertex cover ≤p insieme dominante. G ha un vertex cover di dimensione

al massimo k se e solo se G
′

ha un insieme dominante di dimensione al massimo k.
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Dimostrazione. ⇒ G ha un vertex cover di dimensioni al massimo k ⇒ G
′

ha un

insieme dominante di dimensione al massimo k.

Sia C un vertex cover di G di dimensione k. Siccome ogni arco in G è incidente in

almeno un vertice in C, allora i vertici originali di G, i quali sono anche in G
′

, sono

dominati dagli stessi vertici in C. Per ogni arco e = {u, v} uno tra v e w si trova in

C. Questo significa che il vertice suv in G
′

è dominato da C. Questo comporta che

tutti i nuovi vertici aggiunti in G
′

sono dominati e C è l’insieme dominante per G
′

che è esattamente quello che si voleva dimostrare.

⇐ G
′

ha un insieme dominante di dimensione al massimo k ⇒ G ha un vertex

cover di dimensioni al massimo k.

Sia D un insieme dominante di dimensioni k in G
′

. Possono presentarsi due casi

distinti:

• D contiene solo vertici che provengono dal grafo originale G. In questo caso,

tutti i nuovi vertici hanno un arco verso un vertice di D. Questo significa che

D copre tutti gli archi ed è un vertex cover valido per G. Tuttavia, se esistono

dei vertici nuovi in D, è necessario rimpiazzarli con un vertice di G. Quindi

bisogna rimpiazzare un nuovo vertice suv presente in D con un vertice tra u e

v.

• D contiene alcuni vertici che stanno anche in G
′

. In questo caso l’arco e = {u, v}

sarà coperto da D. Se u o v fanno già parte di D non è necessario aggiungerli.

Infatti quando tutti i nuovi archi verranno rimossi, D sarà un vertex cover

valido per G.
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2.6 Dominazione romana su grafi bipartiti

Sfruttando il fatto che il problema di trovare il matching di cardinalità massima

su un grafo bipartito può essere calcolato in tempo polinomiale tramite l’algoritmo

esposto nella sezione precedente, e considerando il teorema di König [31] che dimostra

l’equivalenza tra questo problema e quello del vertex cover, si è pensato di applicarlo

come base di partenza per produrre una funzione di Dominazione Romana per grafi

bipartiti. Ricordando che il calcolo sia dell’insieme dominante che della Dominazione

Romana è un problema NP-completo anche nel caso di grafi bipartiti, usando questo

approccio si ha un insieme dominante che assicura una Dominazione Romana valida

per il grafo impiegando tempo polinomiale. Quindi sia G = (V,E) un grafo non

diretto e sia C il vertex cover del grafo calcolato con l’algoritmo di König e quindi

ottenuto in tempo polinomiale. L’idea di base è quella di assegnare inizialmente

C = V2 dove V2 rappresenta l’insieme dei vertici del grafo a cui assegnare il valore

romano 2 come risultato di una funzione di Dominazione Romana. Per costruzione

C rappresenta una dominazione valida per G.

γR = 2|C|

Procedendo in questo modo si ha una configurazione valida ma non ottimale. Si

può in ogni caso procedere a dei raffinamenti successivi dal costo computazionale

polinomiale.

• Se esiste un vertice v ∈ V2 tale che il vicinato di v è composto da N(v) =

∀u, u ∈ V2 : {u, v} ∈ E allora si assegni a v il valore romano 0 spostandolo così

di fatto in V0.

• Se esiste un vertice v ∈ V2 tale che il suo vicinatoN(v) = u ∈ V0 ∪ V2 : {u, v} ∈ E

è formato solo da vertici u tali che u ∈ V0 ed a sua volta il vicinato di u è

composto da N(u) = x ∈ V2 : {u, x} ∈ E allora v può essere spostato in V0 se

il suo vicinato presenta almeno un vertice in V2 altrimenti lo si può sposta in

V1.
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Pur ottenendo una funzione di Dominazione Romana valida e consistente può

accadere (come accennato durante la dimostrazione di riduzione del problema del

vertex cover all’insieme dominante) che un insieme dominante non sia anche un

vertex cover e in più si può verificare che la cardinalità minima dell’insieme domante

sia più bassa di quella del vertex cover. Infatti dato un insieme dominante minimo D,

in generale non esiste un vertex cover minimale C tale che D ⊆ C. La situazione è

mostrata in Figura 2.5 dove viene mostrato un caso in cui C 6= V1 ∪ V2. L’approccio

porta comunque ad avere un numero di Dominazione Romana calcolato in tempo

polinomiale che approssima il valore reale.

(a) Vertex Cover (b) Insieme Dominante

Figura 2.5: Confronto tra vertex cover e copertura romana di un grafo.



Capitolo 3

Algoritmi euristici per grafi generici

In questo capitolo ci si pone l’obbiettivo di trovare un approccio greedy generico

capace di calcolare una buona approssimazione del numero di Dominazione Romana

su qualsiasi tipologia di grafo, senza fare nessuna supposizione sulla struttura del

grafo che quindi non sarà usata come parametro durante la computazione. Vengono

esposte varie procedure, dalla più semplice che si basa sul grado dei vertici presenti

nel grafo, all’introduzione di un nuovo parametro dinamico che permette di trovare

un numero di Dominazione Romana migliore. Quest’ultima euristica produce un

numero di Dominazione Romana coerente con i limiti teorici noti impiegando tempo

polinomiale. Infine vengono proposte delle ottimizzazioni che rappresentano la base

di partenza per l’implementazione tramite calcolo distribuito presentata nel capitolo

successivo.

L’argomento dell’euristica greedy che fa uso di un parametro dinamico per

calcolare il numero di Dominazione Romana è oggetto di un lavoro dal titolo Heuristics

for Roman Domination Problem che è in fase di sottomissione [45].

3.1 Approccio greedy per la Dominazione romana

Un algoritmo greedy è un algoritmo euristico che costruisce la soluzione di un deter-

minato problema adottando la soluzione migliore a livello locale nella speranza che

questa scelta porti ad una buona soluzione a livello globale. Quindi solitamente una
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strategia greedy non porta ad una soluzione ottima ma ad una buona approssimazione

in un tempo computazionalmente accettabile. Gli algoritmi euristici descritti di

seguito adottano questa strategia per il calcolo del numero di Dominazione Romana

su grafi di qualsiasi classe.

Il primo approccio greedy usato per il problema su un generico grafo è stato

quello di prendere in considerazione l’assegnazione del valore romano 2 per i vertici

che hanno un grado maggiore rispetto agli altri. Quindi si prevede di assegnare di

volta in volta il valore 2 ai vertici più connessi, aggiornando di conseguenza il valore

romano dei vertici vicini a 0. Si tratta di una classica strategia greedy perché non fa

nessuna considerazione sulla struttura globale del grafo e si limita a fare la scelta

migliore nello specifico momento.

La procedura tiene conto della struttura locale di ogni singolo vertice ma non

fa nessuna considerazione o supposizione sulla struttura globale del grafo. Questo

anche perché si vuole sviluppare un approccio indipendente dalla struttura del grafo

esaminato di volta in volta.

L’algoritmo euristico procede come segue. Come primo passo si esegue una

procedura di inizializzazione che assegna un valore fittizio −1 ad ogni vertice. Questo

valore, che come si può notare non è un valore consentito in una Dominazione

Romana valida, serve ad indicare che il vertice non è stato ancora analizzato e quindi

potrebbe risultare anche non coperto.

Il passo successivo consiste nel produrre un ordinamento decrescente dei vertici

usando come parametro di ordinamento il loro grado. Questo parametro associato ai

vertici non cambia durante la computazione e quindi può essere calcolato una sola

volta e rimane invariato per tutta l’esecuzione.

Dopo questa fase di inizializzazione ha inizio una procedura di assegnazione che

si occupa di prendere in esame ogni vertice v con valore −1 in ordine decrescente

rispetto al grado, eseguendo su di esso le seguenti operazioni:

• Se v ha ancora nella sua lista di adiacenza almeno un vertice con valore −1, si

assegna a v il valore romano 2. Inoltre si assegna il valore 0 a tutti i vertici



3.1 Approccio greedy per la Dominazione romana 35

presenti nella sua lista di adiacenza che hanno valore −1.

• Se v non ha vertici adiacenti con valore assegnato −1 allora l’unica azione da

fare è assegnare a v il valore romano 1.

Questa prima fase si chiude quando tutti i vertici del grafo vengono analizzati. Alla

fine quindi, nessun vertice avrà valore assegnato −1 e si avrà una configurazione di

Dominazione Romana valida. Una volta finita questa fase, si eseguono delle procedure

di raffinamento che hanno l’obbiettivo di decrementare il numero di Dominazione

Romana trovato con la sola procedura di assegnazione appena eseguita.

Questa procedura ha l’obbiettivo di decrementare la cardinalità dell’insieme

V1, quindi ridurre il numero di vertici a cui è stato assegnato il valore romano 1.

La procedura di raffinamento consiste nel trovare eventuali vertici v a cui è stato

assegnato il valore romano 0 e verificare se nella loro lista di adiacenza sono presenti

due o più vertici etichettati con il valore romano 1. In questo caso, si etichetta con il

valore romano 2 il vertice v e con il valore 0 tutti i vertici della sua lista di adiacenza

che avevano un valore romano assegnato pari a 1.

La complessità di questa euristica è molto semplice da calcolare e risulta essere:

• la procedura di inizializzazione dei vertici prende tempo O(V ).

• l’ordinamento dei vertici secondo il loro grado prende tempo O(V · log V ).

• l’assegnamento e l’aggiornamento dei valori romani prende tempo O(V · E).

• la procedura di raffinamento prende tempo O(V · E).

Si può quindi concludere che l’intera algoritmo impiega un tempo di computazione

pari a O(V ·E), quindi polinomiale rispetto alle dimensioni del grafo. Come si vedrà

nella prossima sezione, l’approccio porta a dei risultati largamente migliorabili tramite

una procedura che utilizza un nuovo parametro per determinare l’ordine con cui

estrarre i vertici da coprire.
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Figura 3.1: Esempio di GainFactor dei vertici di un grafo.

3.2 Utilizzo di un parametro dinamico: il GainFac-

tor

Si vuole trovare un parametro che aiuti a migliorare i risultati ottenuti. A questo

scopo si è definito un nuovo parametro dinamico per ogni vertice, denominato

GainFactor, che rappresenta il guadagno che si ha supponendo di assegnare il valore

romano 2 al vertice e aggiornando di conseguenza il vicinato del vertice in questione.

3.2.1 Caratteristiche del GainFactor

Formalmente si definisce GainFactor per un vertice v il valore così calcolato:

GF (v) = R(v)− 2 +
∑

adj1(v)

dove R(v) è il valore romano corrente assegnato al vertice v e
∑

adj1(v) è il numero

totale dei vertici adiacenti a v che hanno assegnato il valore romano 1.

Nella Figura 3.1 per ogni vertice sono indicate le varie grandezze che vengono

prese in considerazione in questo caso:
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• L è l’etichetta che viene assegnata al vertice in fase di creazione e ne indica il

nome e la posizione.

• R indica il valore romano attualmente assegnato al vertice.

• G rappresenta il valore attuale del GainFactor del vertice.

La configurazione mostrata in Figura 3.1 è quella che si presenta subito dopo la

fase di inizializzazione e prima di iniziare la vera e propria computazione. Questo

nuovo parametro, a differenza del grado dei vertici, cambia durante la computazione

considerando che variano i valori romani assegnati ai vertici. A seguire alcune

caratteristiche fondamentali del nuovo parametro.

Teorema 1. Il GainFactor è una funzione decrescente quindi il GainFactor di un

vertice può solo diminuire.

Dimostrazione. Sia G = (V,E) un grafo e v un vertice del grafo. La dimostrazione si

riduce a verificare che il numero di vicini di tale vertice che hanno valore romano 1 può

solamente diminuire. Infatti poiché il GainFactor di un vertice è dato dalla somma

del numero dei suoi vicini con valore romano uguale a 1, dal proprio valore romano e

da un valore costante, ciò implica che il primo componente, per costruzione, può solo

diminuire e l’unico parametro che potrebbe far aumentare il valore di GainFactor

di un vertice è la variazione del valore romano del vertice stesso. Tuttavia gli unici

cambiamenti di valore romano verso uno più grande sono 0 → 2 e 1 → 2, ma tali

cambiamenti avvengono solo quando un vertice viene selezionato come il vertice che

in quel momento ha il GainFactor più alto. Ciò implica che il GainFactor di quel

vertice deve essere positivo e che il numero dei suoi vicini posti ad 1 sarà azzerato,

per cui anche il GainFactor sarà ricalcolato e sarà sicuramente minore o uguale al

valore di partenza. Analizzando i due casi esposti si osserva che:

• 0→ 2: il vertice che ha valore romano 0 per avere un GainFactor positivo deve

avere almeno 3 vicini con valore romano 1.

• 1→ 2: il vertice che ha valore romano 1 deve avere almeno 2 vicini con valore

romano 1.
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In entrambi i casi porre il valore romano del vertice a 2 comporta l’azzeramento

del numero dei sui vicini con valore romano ad 1 e ciò comporta che ad ogni

variazione il GainFactor diminuisce di almeno una unità, quindi possiamo affermare

definitivamente che il GainFactor può solo diminuire o rimanere invariato.

3.2.2 Conseguenze della variazione del GainFactor

Sia G = (V,E) un grafo e sia v un vertice appartenente a tale grafo. Assegnare a v

il valore romano 2 richiede l’aggiornamento del GainFactor di al massimo dei vertici

contenuti nel vicinato di primo livello di v e dei vertici del vicinato di secondo livello

di v più v stesso. Infatti come già detto, la variazione del GainFactor di un vertice

può esser causata da due motivazioni, cioè la variazione dei vertici adiacenti che

hanno valore romano 1 e il cambio di valore romano del vertice stesso.

Si definisce con N1(v) l’insieme dei vicini del vertice v, più formalmente N1(v) =

e ∈ E : e = {v, x}, mentre indichiamo con N2(v) l’insieme dei vicini dei vicini, oppure

vicini di secondo grado, più formalmente N2(v) = e ∈ E : e = {u, x}, u ∈ N1(v). Nel

caso peggiore v ed i vertici appartenenti a N1(v) hanno tutti valore romano 1.

Assegnare a v il valore romano 2 e porre il valore romano di tutti i vertici contenuti

in N1(v) a 0 implica la necessità di aggiornare il GainFactor di v e di tutti i vertici

presenti in N1(v) per il fatto di aver cambiato il valore romano ed i vertici facenti

parte dell’insieme N2(v) perché per tali vertici il numero di vicini che avevano valore

romano 1 è diminuito di almeno una unità. Le conseguenze di un’assegnazione di

un valore romano 2 si ripercuotono sul GainFactor e sono mostrate nella Figura 3.2

dove il valore romano è riportato all’interno dei vertici e il GainFactor è il valore

rappresentato fuori dal vertice.

Quindi riassumendo, l’aggiornamento del GainFactor dei vertici successivamente

ad una fase di assegnazione del valore romano a 2 ad un vertice riguarda il vicinato

di primo e di secondo livello. Ma questa affermazione può risultare ingannevole,

infatti anche nel caso di una connettività di 0.1, l’insieme dei vertici da aggiornare

potrebbe corrispondere ad una cospicua porzione dei vertici del grafo. Ciò significa
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Figura 3.2: Variazione del GainFactor e conseguenze sul vicinato.

che per grafi con connettività maggiore o uguale a 0.1, investire risorse per la ricerca

dei vertici per cui è necessario aggiornare il GainFactor in modo da rifare i calcoli

solo su questo insieme di fatto non porta un guadagno ma può risultare addirittura

controproducente per via del fatto che vanno individuati i due insiemi N1(v) e N2(v)

che possono anche essere non disgiunti. Quindi nella maggior parte dei casi, una

volta assegnato un nuovo valore romano ad un vertice v si preferisce ricalcolate il

GainFactor di tutti i vertici del grafo nel caso la connettività risulti essere più alta

di una certa soglia. Più precisamente si ricalcola il GainFactor di tutti quei vertici

che avevano un valore maggiore di zero al passaggio precedente. Questo ricordando

che il GainFactor non può aumentare e che una volta arrivato a zero, ci rimarrà per

sempre.

3.3 Nuova euristica con il GainFactor

Si vuole utilizzare il parametro appena formalizzato per il calcolo del numero di

Dominazione Romana di un qualsiasi grafo. A differenza della precedente euristica che

utilizza il grado di ogni vertice e procede tenendo il considerazione un ordinamento

di tale valore, questa nuova euristica vuole sfruttare il valore di GainFactor associato

ad ogni vertice per determinare a quali vertici del grafo associare il valore romano

2. L’idea è quella di utilizzare il parametro per guidare la procedura di copertura



3.3 Nuova euristica con il GainFactor 40

del grafo, selezionando di volta in volta i vertici con GainFactor maggiore. Prima di

iniziare, si esegue una procedura di inizializzazione che assegna il valore romano 1 ad

ogni singolo vertice. Questa operazione permette di avere una Dominazione Romana

valida in ogni momento dell’esecuzione dell’euristica.

Come secondo passo, una volta calcolato il GainFactor per ogni vertice, con la

modalità vista nel paragrafo precedente, viene creata in memoria una lista ausiliaria

LG che contiene tutti i vertici con GainFactor maggiore di zero. La lista conterrà in

ogni momento tutti i vertici ancora da analizzare.

Ad ogni iterazione, si estrae da LG il vertice v con il GainFactor massimo, si

assegna ad esso il valore romano 2 ed ai suoi vicini che hanno valore romano 1 (i

vertici presenti nella sua lista di adiacenza) si assegna il valore romano 0.

Per ogni iterazione vengono cancellati da LG il vertice appena estratto e tutti

gli eventuali vertici che risultano avere un GainFactor uguale a 0. Dopo questa

operazione, è necessario aggiornare il valore di GainFactor di ogni vertice coinvolto

(o di tutti i vertici, a secondo della scelta implementativa che si è fatta). Le iterazioni

continuano fino a quando è presente almeno un vertice con GainFactor maggiore di

0, cioè fino a quando LG non è vuota.

La fase centrale dell’euristica è così completata e si esegue una procedura raffi-

namento del risultato che si prefigge l’obbiettivo di ridurre al minimo possibile il

numero di vertici con valore romano 1, cioè ridurre la cardinalità di V1. Si posso

presentare due casi diversi:

• Nel primo, si ha un vertice con il valore 1 adiacente ad un’altro (o anche più

di uno) sempre con il valore romano 1. In questo caso, si può arbitrariamente

assegnare il valore romano 2 ad uno di esso ed assegnare ai rimanenti il valore

romano 0.

• Nella secondo caso, si ha un vertice v con il valore romano pari a 0 e due vertici

u e t nella propria lista di adiacenza con valore romano 1. In questo caso si

assegna il valore romano 2 al vertice v mentre ai vertici u e t viene assegnato il

valore romano 0.
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Algoritmo 1 Pseudo-codice dell’euristica che fa uso del GainFactor

1: GainFactorHeuristic(G)
2: R(V, 1)
3: GF(V )
4: LG(v.gainfactor ≥ 0)
5: while LG 6= do
6: max← 0
7: pos← nil
8: for all v ∈ LG do
9: if v.gainfactor ≥ 0 then

10: max← v.gainfactor
11: pos← v
12: else if v.gainFactor ≤ 0 then
13: REMOVE(v)
14: end if
15: if max ≥ 0 then
16: UpdateGF (v)
17: end if
18: end for
19: end while
20: Minimize(G)
21: return SUM(R(V ))
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3.3.1 Considerazioni sulla complessità

Lo pseudo-codice dell’algoritmo appena esposto è mostrato nel Listato 1. Riassu-

mendo i passi salienti dell’algoritmo presentato si ha:

• L’inizializzazione dei vertici ad 1 impiega tempo O(V ).

• Il calcolo del GainFactor per ogni vertice impiega tempo O(V + E).

• La creazione di LG impiega tempo O(V ).

• La ricerca del massimo GainFactor all’interno di LG viene eseguita in tempo

|V |, mentre la cancellazione di un vertice che ha un GainFactor non positivo

avviene in tempo O(1).

• Una volta individuato il prossimo vertice da elaborare, l’aggiornamento dei

vicini viene eseguito in tempo O(V +E) mentre la rimozione del vertice stesso

da LG avviene in tempo costante O(1).

Detto questo si può concludere che l’euristica appena esposta presenta una complessità

di O(V ) ∗O(V + E), quindi polinomiale alla grandezza del grafo dato in input. Il

primo fattore che compone la complessità dedotta rappresenta il numero dei vertici

del grafo a cui si assegna un valore romano pari a 2, quindi tale valore è legato

al coefficiente di connessione oltre che alla struttura stessa del grafo. Il secondo

fattore è rappresentato dall’aggiornamento del GainFactor dei vertici dei nodi. Si

ricorda che si preferisce per motivi computazionali di calcolare ad ogni passo il

GainFactor dei vertici presenti nella lista LG che rappresentano i vertici che hanno

ancora un GainFactor maggiore di zero e quindi hanno ancora possibilità di vedersi

assegnato il valore romano 2. Per grafi densi si ha E ≈ |V |(|V | − 1)/2 ma per tali

grafi l’insieme V2 indotta dalla funzione di Dominazione Romana risulta essere di

cardinalità molto bassa per cui il ciclo principale viene eseguito un numero contenuto

di volte. Quindi le tipologie di grafi che rappresentano un punto debole dell’algoritmo

sono i grafi sparsi per cui una funzione di Dominazione Romana genera un insieme V2
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numericamente importante e ciò comporta l’aggiornamento ripetuto del GainFactor

dei vertici presenti in LG.

L’euristica ritorna buoni risultati ma ovviamente non è in grado di trovare la

soluzione ottima. In Figura 3.3 viene mostrato un grafo su cui è stata calcolata

una funzione di Dominazione Romana grazie alla procedura appena esposta mentre

in Figura 3.4 viene mostrata la soluzione ottima per lo stesso grafo. Come si può

facilmente notare l’euristica sbaglia ad assegnare al vertice centrale il valore romano 2.

Questo errore sarebbe sicuramente correggibile tramite una procedura di raffinamento

successiva ma in ogni cosa fornisce un contro-esempio sul funzionamento ottimale

dell’euristica.

Nella Tabella 3.1 è mostrato un confronto tra i risultati dell’euristica che fa uso

soltanto del grado dei vertici (indicata con la sigla SH ) e quella che utilizza il nuovo

parametro dinamico del GainFactor (indicata con la sigla gFH ). Si nota facilmente

che SH restituisce valori molto più alti e la differenza aumenta con l’aumentare del

numero dei vertici. Questo ci dice che la prima euristica presentata non è all’altezza

delle aspettative e soprattuto che l’euristica che fa uso del GainFactor guadagna

molto nell’introduzione di questo nuovo parametro. Grazie ad esso infatti, si riesce

ad abbassare notevolmente il numero di Dominazione Romana calcolato. Inoltre

l’euristica soddisfa pienamente tutto i limiti superiori teorici conosciuti e già esposti

in [18], [76] e [58] e il confronto con i risultati ottenuti sarà fatto nella sezione

dedicata.

3.4 Possibili varianti

Nell’approccio appena descritto si è scelto di procedere alla copertura dei vertici con

GainFactor corrente maggiore. Non si è trattato il problema che si viene a presentare

quando due o più vertici hanno lo stesso valore di GainFactor. Quindi l’algoritmo

precedentemente illustrato, a parità di GainFactor si limita a selezionare il primo

vertice in base all’ordine dato dall’etichetta del vertice stesso nel grafo.
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Grafo γSH(G) γgFH(G)
Random, |V | = 150 , cf 0.1 41 29
Random, |V | = 150, cf 0.2 23 17
Random, |V | = 150, cf 0.3 18 13
Bipartito, |V | = 200, cf 0.1 69 52
Bipartito, |V | = 200, cf 0.2 51 33
Bipartito, |V | = 200, cf 0.3 34 22
Random, |V | = 2000, ∆(G) = 6 1109 785
Random, |V | = 2000, ∆(G) = 11 829 532
Random, |V | = 2000, ∆(G) = 21 570 335
Random, |V | = 5000, ∆(G) = 6 2761 1954
Random, |V | = 10000, ∆(G) = 6 5540 3913
Random, |V | = 10000, ∆(G) = 11 4156 2622
Random, |V | = 10000, ∆(G) = 21 2948 1690
Random, |V | = 1000, ∆(G) = 21 2948 1690
Scale Free Model, |V | = 1000 603 455
Scale Free Model, |V | = 5000 3048 2366
Scale Free Model, |V | = 10000 7365 5898

Tabella 3.1: Confronto tra l’euristica greedy SH e euristica con GainFactor gFH.

Sono state eseguite altre prove e studiate numerose varianti. Per esempio si

può pensare di prendere il vertice più vicino (nel senso di lunghezza di cammino)

all’ultimo a cui è stato assegnato un valore di Dominazione Romana pari a 2, oppure

il più lontano. Si potrebbe pensare anche di forzare il posizionamento dei valori

romani 2 in maniera che non siano adiacenti tra di loro, ma anche questa scelta non

ha evidenziato una tendenza positiva, alternando miglioramenti a peggioramenti

dei risultati finali. Queste prove sono state eseguite per diversificare la sequenza

di copertura dei vertici all’interno del grafo ma questi approcci sebbene portino a

risultati del RDN leggermente diversi non è stato possibile definire un andamento

generico per cui si è giunti alla conclusione che non è possibile stabilire prima quale

di questi approcci porti ad un risultato migliore rispetto ad un altro. Inoltre bisogna

considerare anche il fatto che per prendere i vertici ordinati in maniera diversa,

bisognerebbe eseguire ulteriori operazioni ad ogni iterazione che porterebbero a un

degrado delle prestazioni. Nella prossima sezione viene studiata nel dettaglio una

variante che sebbene appesantisca notevolmente il calcolo, è in grado di trovare
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Figura 3.3: Dominazione romana con l’utilizzo del GainFactor.

nella maggior parte dei casi un numero di Dominazione Romana migliore di quello

ottenuto nella sezione precedente.

3.4.1 Differenti configurazioni iniziali e percorsi alternativi

Pur ottenendo valori molto buoni, scegliere di iniziare con un vertice con GainFactor

alto porta si ad un risultato buono, ma migliorabile in vario modo. Un approccio

studiato e implementato è quello di eseguire la stessa euristica sul grafo un numero

di volte pari al numero dei vertici del grafo stesso.

Quindi in questo approccio, se n è il numero dei vertici, si procede ad eseguire

n volte l’euristica base descritta nella sezione precedente. All’iterazione i, si forza

l’assegnazione del vertice i al valore romano 2, in modo da avere in pratica una nuova

configurazione iniziare per ogni iterazione. In questo caso il numero di Dominazione
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Figura 3.4: Dominazione romana ottima.

Romana sarà uguale al peso della migliore funzione di Dominazione Romana prodotta

dalle varie iterazioni.

Quest’approccio soffre sicuramente di alcuni problemi. Per esempio si è notato

che eseguendo più iterazioni sullo stesso grafo, pur avendo configurazioni iniziali

diverse, molte iterazioni possono eseguire la copertura selezionando lo stesso insieme

di vertici con la conseguenza che il numero di Dominazione Romana trovato sarà lo

stesso. Per ovviare a questo problema, durante l’esecuzione dell’euristica, ad ogni

iterazione che corrisponde ad una configurazione iniziale, viene salvata la sequenza

con cui sono stati estratti ed elaborati i vertici dalla lista ausiliaria indicata sempre

con LG. In questo modo, ad ogni iterazione successiva, si verifica se lo specifico

percorso è stato già seguito e in caso affermativo, si cerca di sceglierne uno diverso.

Per tenere traccia anche di questa informazione si sono costruite delle ulteriori
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liste ausiliarie. Ognuno di queste liste indicate con Pi saranno lunghe |V | e nel

momento iniziale ogni posizione sarà uguale a 0. Quando al vertice v corrispondente

sarà assegnato il valore romano 2 la posizione corrispondente di v sarà cambiata in

1. Alla fine di ogni iterazione la lista Pi conterrà il valore 1 in corrispondenza dei

vertici che sono stati assegnati a V2 durante la procedura di copertura.

Alla i-esima iterazione, al momento di scegliere il vertice j- esimo da valutare, viene

selezionato il vertice v con il GainFactor massimo dalla lista LG, viene confrontato

attraverso un’operazione di XOR alle altre sequenze di copertura, cioè alle liste

con indici da 0 a i− 1 prendendo in esame i primi j valori. Se la sequenza risulta

essere differente, allora si assegna il valore romano 2 al vertice v e si procede

all’individuazione del prossimo vertice. Altrimenti si sceglie il prossimo vertice dalla

lista LG e si ritorna a verificare se la sequenza così generata è stata già coperta

oppure no. Lo pseudo-codice dell’euristica che implementa la variante con i diversi

punti iniziali e che cerca di differenziare i percorsi fatti è mostrato nel Listato 2.

Questa euristica è in grado di trovare risultati migliori rispetto all’euristica che

esegue una sola procedura di copertura ma ovviamente risulta essere molto più

pesante dal punto di vista computazionale. In ogni caso si può anche pensare di

eseguire la procedura per un numero di volte k, con 1 < k < n e come si è osservato,

anche questo approccio porta ad un miglioramento del risultato ottenuto. Oppure,

come vedremo nel capitolo successivo, si può provare a utilizzare il calcolo distribuito

per computare le varie esecuzioni.

La Tabella 3.2 mostra i risultati ottenuti dalla variante che prevede le configurazio-

ni iniziali multiple e procede selezionando il percorso da seguire durante l’esecuzione.

Per comodità viene indicata con la sigla MIPH e i risultati vengono confrontati con

l’euristica gFH. Come si può vedere in tutti i casi mostrati, l’euristica con le diverse

configurazioni iniziali riesce a produrre risultati leggermente migliori.
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Algoritmo 2 Pseudo-codice dell’euristica con punti iniziali multipli

1: MIP-GainFactorHeuristicInit(G)
2: R(V, 1)
3: for all v ∈ V do
4: UpdateGF (v)
5: MIP-GainFactorHeuristic(G,v)
6: end for
7: return MAX(RDN)

1: MIP-GainFactorHeuristic(G,v)
2: while stop do
3: GF(V )
4: v ← GetNextNode(G)
5: if v.gainfactor ≥ 0 then
6: UpdateGF (v)
7: else
8: stop
9: end if

10: end while

1: GetNextNode(G)
2: for all v ∈ V do
3: if v /∈ Pi then
4: SavePath(Pi, v)
5: return v
6: end if
7: end for
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γgFH(G) γMIPH(G)
Random, |V | = 450, cf 0.05 70 66
Random, |V | = 350, cf 0.2 22 20
Bipartito, |V | = 400, cf 0.05 109 103
Bipartito, |V | = 500, cf 0.2 37 37
Planare, |V | = 200 18 17
Planare, |V | = 400 26 24
Planare, |V | = 500 31 28

Tabella 3.2: Risultati dell’euristica con GainFactor gFH con configurazioni iniziali
multiple e percorso selettivo.

3.5 Risultati e Considerazioni

Le euristiche precedenti sono state provate sull’insieme di grafi generato appositamen-

te. Si ricorda che i grafi in considerazioni sono connessi e non orientati, di dimensione

variabile tra i 50 e i 10.000 vertici e con coefficiente di connessione variabile (indicato

con cf ) tra 0.01% e 0.9% per quanto riguarda i grafi random generati con il modello di

Gilbert [16]. Si ricordi che secondo il modello di Gilbert [16] il fattore di connessione

esprime la probabilità che presi due vertici a caso, esiste un arco che li collega.

Dai limiti teorici visti nella fase introduttiva, presentati tra gli altri in [76] e [61]

si deduce che dato un grafo G, se δ(G) ≤ 1 allora il limite più stretto risulta essere

γR(G) ≤ 4n/5, se δ(G) = 2 e |V | ≥ 9 allora il limite più stretto è γR ≤ 8n/11 mentre

se δ(G) ≥ 3 allora si ha che il limite più stretto è dato dall’equazione 3.1. Nella

Tabella 3.3 è mostrato come per grafi con δ(G) ≥ 3, i risultati dell’algoritmo gFH

migliorarono tutti ampiamente i limiti teorici noti mostrati nella fase introduttiva

mentre nella Tabella 3.4 è mostrato come la stessa tendenza positiva è mantenuta

nel caso di grafi con δ(G) ≤ 1.

γR(G) ≤ n ·
2 + ln((1 + δ(G))/2)

1 + δ(G)
. (3.1)

Nella Tabella 3.5 vengono riportati i risultati dell’euristica gFH applicata ad

un insieme di grafi random con un fattore di connessione fissato pari a 0.1 e una

cardinalità variabile di V . Sebbene i grafi presi in esame abbiano un basso coefficiente

di connessione, l’insieme V1 risulta essere molto contenuto al crescere di |V | mentre
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Grafo eq. (3.1) γgFH(G)
Scale Free, |V | = 1000, δ(G) = 4 583.26 209
Scale Free, |V | = 1000, δ(G) = 5 516.44 180
Scale Free, |V | = 5000, δ(G) = 5 2582.18 848
Random, |V | = 100, δ(G) = 4 58.33 28
Random, |V | = 200, δ(G) = 8 77.87 33
Random, |V | = 450, δ(G) = 12 134.02 70
Random, |V | = 1000, δ(G) = 3 673.29 262
Random, |V | = 5000, δ(G) = 4 2916.29 838
Random, |V | = 10000, δ(G) = 5 5164.35 1676

Tabella 3.3: Confronto tra l’algoritmo gFH per grafi con δ(G) ≥ 3 e i limiti teorici.

Grafo 4n/5 γgFH(G)
Random, |V | = 100, ∆(G) = 5 80 61
Random, |V | = 200, ∆(G) = 8 160 98
Random, |V | = 5000, ∆(G) = 6 4000 1949
Random, |V | = 10000, ∆(G) = 6 8000 3913
Bipartito, |V | = 200, ∆(G) = 11 84 160
Bipartito, |V | = 700, ∆(G) = 10 560 343
Scale Free, |V | = 50, ∆(G) = 8 40 32
Scale Free, |V | = 100, ∆(G) = 13 80 57
Scale Free, |V | = 500, ∆(G) = 78 400 241
Scale Free, |V | = 1000, ∆(G) = 77 800 455
Scale Free, |V | = 5000, δ(G) = 5 2582.18 848

Tabella 3.4: Confronto tra l’algoritmo gFH per grafi con δ(G) = 1 e i limiti teorici.

V2 cresce in maniera costante.

Nella Tabella 3.6 vengono esposti i risultati ottenuti applicando l’euristica gFH ad

un insieme di grafi random fissando il numero di vertici al valore |V | = 600 e variando

il fattore di connessione. Si può facilmente osservare come il numero di Dominazione

Romana diminuisca velocemente all’aumentare del fattore di connessione tra i vertici.

Da sottolineare che la cardinalità di V2, cioè il numero di vertici a cui è stato

assegnato il valore romano 2, è un valore che indica quante volte l’euristica ha

eseguito un’estrazione dalla lista LG e quindi quanti cicli principali sono stati eseguiti.

Nella Figura 3.5 è rappresentato l’andamento della cardinalità degli insiemi V1

e V2 che scaturisce dalla funzione di Dominazione romana calcolata con l’euristica

gFH. Come possiamo osservare sia V1 che V2 hanno un comportamento inversamente

proporzionale rispetto al fattore di connessione. Gli stessi dati vengono ripresi nella

Figura 3.6 riferendosi a grafi con coefficiente di connessione molto bassi.
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|V | |V2| |V1| γgFH(G)
50 8 7 23
100 11 6 27
150 12 6 29
200 15 3 33
250 15 3 33
300 17 3 37
350 17 4 38
400 19 2 40
450 19 2 40
500 19 2 40
550 19 3 41
600 21 1 43
650 21 2 44
700 21 3 45
750 22 0 44
800 22 1 45
850 22 3 47
900 24 1 49
950 23 1 47
1000 23 2 48

Tabella 3.5: Risultati per grafi con fattore di connessione 0.1 usando l’euristica gFH.

La Figura 3.7 riporta gli stessi tipi di dati provenienti stavolta da una funzione

di Dominazione Romana su grafi a invarianza di scala, generati tramite una leggera

variazione del modello di Barabási-Albert [1]. La modifica dal modello originale

consiste nell’impostare in fase di creazione del grafo, un valore M che indica il

numero di vertici a cui si collega ogni nuovo vertice appena inserito. In questo caso

la distribuzione di partizione è meno regolare ma per quanto riguarda l’insieme V2

mantiene la caratteristica di proporzionalità inversa al crescere della densità del grafo

stesso. In questo caso però la partizione V1 rimane di cardinalità non trascurabile e

addirittura per certe densità maggiore di quella di V2.

Nella Tabella 3.7 vengono riportati i risultati ottenuti applicando l’euristica ad

un insieme di grafi con lo stesso fattore di connessione cf = 0.05 e lo stesso numero

di vertici |V | = 600. Come ci si poteva aspettare, il numero di Dominazione Romano

rimane pressoché costante.
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Fattore di connessione |V2| |V1| γgFH(G)
1 81 59 221
2 59 25 143
3 46 11 103
4 39 7 85
5 33 7 73
6 31 2 64
7 27 4 58
8 24 2 50
9 22 2 46
10 21 1 43
20 12 2 26
30 8 1 17
40 6 1 13
50 5 1 11
60 4 0 8
70 3 2 8
80 3 0 6
90 2 0 4

Tabella 3.6: Risultati per grafi random con 600 vertici tramite algoritmo gFH.

Nel grafico di Figura 3.8 è mostrata la distribuzione dei vertici indotta dalla

partizione dei vertici a seguito del calcolo della funzione di Dominazione Romana.

A differenza dei grafi random generati con il modello di Edgar Gilbert [16] in cui

all’aumentare del fattore di connessione l’insieme V1 individuato dalla funzione

romana tende a diminuire rapidamente, nel caso del modello di Barabási-Albert [1]

continua a crescere insieme a V2.
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Figura 3.5: Distribuzione della partizione indotta dalla funzione romana su grafi
random.

|V2| |V1| γgFH(G)
33 4 70
34 3 71
34 4 72
35 5 75
35 2 72
35 3 73
33 5 71
33 5 71
34 4 72
33 6 72

Tabella 3.7: Risultati per grafi con cf = 0.05 e |V | = 600 usando l’algoritmo gFH.
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Figura 3.6: Distribuzione della partizione indotta dalla funzione romana su grafi
sparsi.

Figura 3.7: Distribuzione della partizione indotta dalla funzione romana su grafi a
invarianza di scala.
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Figura 3.8: Distribuzione della partizione indotta dalla funzione romana su grafi
scale free con numero di vertici variabile.



Capitolo 4

Calcolo distribuito della

Dominazione Romana

CUDA (acronimo di Compute Unified Device Architecture) è un’architettura hardware

per l’elaborazione parallela creata da NVIDIA. Tramite l’ambiente di sviluppo per

CUDA è possibile scrivere applicazioni capaci di eseguire calcolo parallelo sulle GPU

delle schede video NVIDIA. In questo capitolo sarà implementato tramite questa

piattaforma l’algoritmo euristico che prevede punti iniziali multipli di copertura.

Saranno studiate e implementate varie ottimizzazioni per le diverse caratteristiche di

grafi in esame e per adattare lo stile di programmazione al paradigma tipico della

piattaforma CUDA.

4.1 Ambiente di sviluppo CUDA

La piattaforma di elaborazione in parallelo CUDA consente di esprimere il parallelismo

dei task in linguaggi ad alto livello come C, C++, Fortran o in standard aperti come le

direttive OpenACC. La piattaforma di elaborazione in parallelo è ampiamente usata

in migliaia di applicazioni accelerate dalle GPU e oggetto di numerose dissertazioni

e pubblicazioni scientifiche. Degli esempi sono i lavori [42], [47], [25], [8] e [41] in

cui vengono ottimizzati proprio problemi sulla teoria dei grafi, sebbene i grafi non si
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prestano perfettamente alle esecuzione in parallelo come si vedrà più avanti in questo

capitolo. Nella maggior parte dei casi viene utilizzata la potenza di calcolo della

piattaforma per calcolare ottimizzazioni combinatorie di problemi su grafi cercando

di adattare le rappresentazioni dei dati in memoria all’infrastruttura ospitante.

Usando CUDA, le ultime GPU Nvidia diventano quindi architetture aperte come

le CPU. Diversamente dalle CPU, le GPU hanno un’architettura parallela con diversi

core, ognuno capace di eseguire centinaia di processi simultaneamente, e supponendo

che l’applicazione in esame sia adatta o adattata per questo tipo di architettura, la

GPU può offrire grandi performance e benefici. Questo approccio di risoluzione dei

problemi è noto come GPGPU.

Solitamente un’algoritmo necessita di diversi sotto-processi per portare a termine

l’obbiettivo finale. Con il termine thread si indica un singolo sotto-processo, che può

essere eseguito in maniera concorrenziale rispetto agli altri thread in esecuzione. Il

funzionamento concorrenziale dei thread può essere implementato sia su sistemi di

elaborazione mono-processore (e in questo caso si parla di sistemi multi-threading)

oppure su sistemi multi-processore come il caso di CUDA. Le porzioni dell’intero

processo vengono eseguite sulla piattaforma sono forma di kernel. Può essere eseguito

un kernel alla volta e più thread possono eseguire contemporaneamente lo stesso

kernel.

Il modello di memoria a disposizione dell’architettura è suddiviso in porzioni in

base alla posizione della memoria stessa e a chi può accedere ad essa. Si distinguono

i seguenti tipi di memoria che vengono tutti utilizzati in questo lavoro:

• Registri: associati ad ogni singolo thread, accessibili solo da esso e con lo

stesso ciclo di vita.

• Memoria Locale: associata ad ogni singolo thread, posizionata fisicamente

sulla DRAM, anche in questo caso ha lo stesso ciclo di vita del thread di

riferimento.

• Memoria Condivisa: associata ad un blocco di thread ne condivide il ciclo

di vita. Essa si trova fisicamente sul chip della GPU.
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• Memoria Globale: Accessibile da tutti i thread come dalla CPU. Il ciclo di

vita è gestito da un sistema di allocazioni e rilasci di porzioni di memoria.

• Memoria Host: Rappresenta la memoria della CPU ospitante e non è

accessibile dai thread.

CUDA ha parecchi vantaggi rispetto alle tradizionali tecniche di computazione sulle

GPU che usano le API grafiche. Le più importanti sono riportate qui di seguito:

• Letture temporali: il codice viene letto attraverso indirizzi arbitrari di memoria.

• Memoria condivisa: veloce condivisione di memoria (una regione di 16 kb di

grandezza) che può essere condivisa fra i thread. Questa può essere usata come

una cache gestita dall’utente.

• Riletture veloci verso e dalla GPU.

• Supporto completo per divisioni intere e operazioni bit-a-bit.

Come già accennato, l’esecuzione su piattaforma CUDA necessità di un adattamento

non solo dei codice ma anche dell’intero paradigma utilizzato per il calcolo. In fase

di progettazione si devono tenere in conto anche le varie limitazioni presenti:

• CUDA è composto da un sottoinsieme del linguaggio C privo di ricorsione e

puntatori a funzione, con l’aggiunta di alcune semplici estensioni. Comunque,

un singolo processo deve essere eseguito attraverso multiple disgiunzioni di

spazi di memoria, diversamente da altri ambienti di runtime C.

• Sono presenti sono diverse variazioni dallo standard IEEE 754 per quanto

riguarda la doppia precisione (supportata nelle nuove GPU come la GTX 260).

• La larghezza di banda e la latenza tra CPU e GPU può rappresentare un collo

di bottiglia.

• I thread devono essere eseguiti in multipli di 32 per ottenere prestazioni migliori,

con un numero totale di thread nell’ordine delle migliaia. Le ramificazioni del
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codice non influiscono nelle prestazioni, a condizione che ciascuno dei 32 thread

prenda lo stesso cammino di esecuzione.

Ci sono quindi degli aspetti che occorre tenere in considerazione durante la pro-

gettazione e lo sviluppo di algoritmi che mirano a sfruttare l’architettura CUDA.

L’architettura obbliga lo sviluppatore ad utilizzare determinate strategie per poter

ottenere il massimo rendimento dalla parallelizzazione. Tuttavia riuscire a raggiun-

gere questo intento non è affatto semplice e in alcuni casi non è neanche possibile e

in ogni caso la struttura del codice che rispetta queste regole può risultare molto

complessa.

L’architettura CUDA è di tipo single SIMD ovvero Single Instruction, Multiple

Data, ciò significa che il parallelismo si ottiene quando una singola istruzione è

eseguita su un insieme di dati abbastanza grande. Oltre a questo CUDA impone

che i dati siano allineati secondo regole precise e che i thread accedano ad aree di

memoria contigue e che gli accessi avvengano linearmente. Ad esempio dato un

vettore di n elementi e lanciati n thread di un kernel che manipolino questo vettore,

si deve fare in modo che il thread i-esimo acceda all’elemento i-esimo dell’array.

Altri fattori di cui bisogna tener conto sono gli accessi in memoria unchached (cioè

accessi a porzioni di memoria non presenti nella memoria condivisa) che provocano

latenze variabili dai 400 ai 600 cicli di clock. Inoltre lanciare un numero basso di

thread o utilizzare configurazioni di lancio particolari non permette di sfruttare in

pieno le potenzialità dell’hardware con la conseguenza che il software eseguito su

CPU potrebbe risultare più veloce di quello eseguito tramite GPGPU in quanto la

frequenza di clock sulle CPU è molto più alta.

Tenendo in considerazione l’ambiente in cui si sta lavorando, occorre far in modo

di utilizzare il meno possibile ogni istruzione di controllo del flusso di esecuzione come

i costrutti if e allineare le letture per renderle coalescenti (fare in modo che possano

esser soddisfatte più letture contemporanee tramite la lettura di un unica area

contigua di memoria). Se non si tiene conto di questi accorgimenti può presentarsi il

caso in cui l’esecuzione del codice non avviene in parallelo ma ad esempio ogni ramo
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di esecuzione ed ogni lettura non coalescente vengono eseguite in seriale (aumentando

il tempo necessario per eseguire tutto il processo).

Ovviamente esistono classi di problemi che si adattano meglio a tali architetture

(come alcune elaborazioni sulle immagini di cui [69] rappresenta uno dei tanti esempi)

ed altre che invece presentano non pochi problemi come appunto la gestione dei grafi.

Infatti la natura dei grafi comporta l’accesso sparso alle loro strutture, questo

è stato il grosso ostacolo da aggirare, in parte utilizzando le tecniche messe a

disposizione dalla memoria condivisa. Questo approccio permette di condividere dati

di input tra i vari thread. Questo però pone dei limiti sulla cardinalità massima del

grafo con cui si vuole operare, limitazioni legate alle risorse disponibili.

Si è scelto di implementare tramite CUDA l’euristica con le diverse configurazioni

iniziali. Non è stato possibile utilizzare la tecnica dei percorsi alternativi per le varie

esecuzioni in quanto l’approccio risulta non compatibile con l’architettura CUDA e

quindi porterebbe a un grande dispendio di memoria e a lunghi tempi di esecuzione.

Due risultano essere le possibili strade da poter percorrere per parallelizzare l’euristica

in questione:

• Parallelizzare le esecuzioni facendo in modo che ogni singolo thread si occupi

di un’unica simulazione (quindi fare in modo di eseguire simultaneamente più

simulazioni).

• Effettuare una parallelizzazione sulla singola esecuzione, ovvero ogni thread

concorre al completamento di una singola esecuzione (le varie simulazioni

vengono serializzate).

Tenendo in considerazione il grande numero di strutture dati da mantenere in memoria

prevista dal primo approccio, si è scelto di percorrere la seconda strada e tentare in

alcuni casi una soluzione ibrida.
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4.2 Implementazione dell’euristica in CUDA

L’obbiettivo iniziale è stato quello di produrre una versione funzionante dell’euristica

implementata nel capitolo precedente in modo tale da avere una base su cui poter

costruire le versioni successive ed un metro per paragonare i risultati ottenuti man

mano. In questa versione si è mantenuta la rappresentazione di un grafo tramite

lista di adiacenza, il tutto implementato tramite due vettori zero-indexed :

• Start è composto da n elementi. Al vertice i-esimo corrisponde quindi l’i-esimo

elemento del vettore.

• EdgesHeap è un vettore che contiene informazioni sui vicini che ogni vertice

del grafo possiede.

Con questa impostazione, tutti i vertici sono indicizzati a partire da 0, inoltre per

ogni vertice i-esimo si può facilmente risalire ai suoi adiacenti e il primo vicino del

vertice di indice i è il vertice con indice EdgesHeap[Start[i]].

Ad ogni vertice quindi corrisponde una porzione del vettore EdgesHeap. Per chiarire

meglio la rappresentazione dei dati si prenda in esame il grafo mostrato in Figura 4.1.

0

3

6 7

4

1 2

5

8

Figura 4.1: Grafo d’esempio per la rappresentazione in memoria su CUDA.

Il grafo possiede 9 vertici indicizzati da 0 ad 8. Di seguito è mostrato il vettore Start

che contiene la rappresentazione dell’elenco dei vertici:
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[ 0, 3, 5, 7, 9, 12, 15, 16, 20 ]

Il vettore EdgesHeap contiene invece l’elenco dei vicini di ogni vertice:

[ 1, 3, 4, 0, 5, 4, 5, 0, 7, 0, 2, 7, 1, 2, 8, 7, 3, 4, 6, 8, 5, 7 ]

I diversi colori son stati usati per sottolineare l’alternanza dei vicini dei diversi vertici.

Tramite l’indice recuperato dal vettore Start è possibile posizionarsi sui vicini che si

trovano in EdgesHeap. Dato quindi il vertice di indice j è sempre possibile sapere

dove inizia e dove finisce la porzione del vettore EdgesHeap che contiene i suoi vertici

adiacenti. L’indice d’inizio è recuperabile da Start[j], mentre l’indice del suo ultimo

elemento è reperibile dall’indice Start[j+1]-1 tranne che per il vertice di indice n− 1

la cui porzione di EdgesHeap termina con la fine del vettore stesso. Anche per questo

motivo sono passati come parametri di input oltre che le strutture appena esposte

anche il valore di |V | e |E|, cioè la cardinalità degli insieme di vertici e archi presenti

in G.

Oltre alla struttura del grafo occorrono anche dei vettori ausiliari, necessari per

memorizzare le informazioni appartenenti ai vertici come il GainFactor e il valore

romano corrente. Tali strutture sono rappresentate rispettivamente da due vettori di

interi:

• NodeValue è un vettore di dimensione n contenente il valore romano corrente

dei relativi vertici.

• GainFactors è un vettore anch’esso di dimensione n in cui di volta in volta

vanno memorizzati i valori di GainFactor dei vari vertici.

Considerando che si vuole implementare l’algoritmo con diversi punti iniziali di

copertura, ad ogni singola esecuzione viene passato l’indice del vertice da cui far

partire la simulazione e le varie strutture dati ausiliarie necessarie. Il primo passo di

una singola esecuzione è sempre quello di inizializzare il grafo assegnando il valore

romano 1 a tutti i vertici.
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A questo punto viene fatto un primo aggiornamento del valore romano dei vertici

e quindi alla simulazione i-esima viene richiamato la funziona di aggiornamento

passando tra i vari parametri il valore i che rappresenta il vertice di partenza da

cui far iniziare la procedura di copertura. In questa fase vengono lanciati almeno

nAdj thread, dove nAdj equivale al numero di vicini posseduti dal vertice i. Ad

ogni thread viene assegnato quindi uno dei vicini di i, ed ognuno di essi deve leggere

il proprio valore dal vettore NodeValue. In caso questo equivalga al valore 1, deve

aggiornarlo ponendolo a 0. Il thread di indice 0 inoltre ha l’onere di porre il valore

romano del vertice su cui è richiamato a 2.

Questo approccio evita di lanciare un solo thread che si occupi di impostare il

vertice di riferimento e tutti i suoi vicini in modo sequenziale.

L’ultimo passo di inizializzazione consiste nel calcolare il GainFactor per tutti i

vertici e ciò viene fatto lanciando n thread divisi in più blocchi. Tutti i thread di un

blocco provvedono a caricare tutto il vettore NodeValue sulla memoria condivisa in

modo tale che le letture siano coalescenti. L’architettura CUDA permette di leggere

intere porzioni di memoria presenti nella memoria globale quindi se tutte le letture

avvengono all’interno di un blocco, possono essere soddisfatte contemporaneamente

a patto che le letture avvengano allineate.

th1 th2 th3 th4

th1 th2 th3 th4

Figura 4.2: Esempio di accessi coalescenti alla memoria.
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La Figura 4.2 mostra un esempio semplificato sul come avvengono le letture

del vettore NodeValue. Negli esempi è mostrato parte di un vettore NodeValue di

12 elementi. Supponendo di avere 4 thread e che le letture avvengano a blocchi

di 4, leggendo con il primo schema, tutte le letture possono essere soddisfatte

contemporaneamente, invece utilizzando il secondo schema, già per una sola lettura

occorre caricare 4 blocchi di memoria.

Nell’implementazione si è fatto in modo che le letture avvengano come mostrato

nel primo esempio, quindi inizialmente tutti i thread si occupano di leggere una

prima parte contigua del vettore, poi si accede alla seconda parte contigua successiva

e così via, fin quando tutto il vettore è stato letto.

Il vettore NodeValue è un vettore di interi (e in effetti è più efficiente leggere

interi dalla memoria globale), ma i valori contenuti possono essere rappresentati

anche con un char e considerando che la dimensione della memoria condivisa di un

blocco è limitata, tali valori vengono memorizzati proprio come char sulla memoria

condivisa. La fase successiva prevede che ogni thread si occupi di aggiornare il valore

del GainFactor del proprio vertice e per far ciò legge i valori dalla memoria condivisa

(implementare questi accessi sulla memoria globale risulterebbe molto inefficiente).

Con questa operazione termina la fase di inizializzazione del grafo ed iniziano le

varie iterazioni dell’algoritmo. Per effettuare la prima iterazione tuttavia è necessario

identificare il vertice con GainFactor massimo e poiché non basta solamente sapere

qual’è il valore massimo ma anche la sua posizione non è possibile ricorrere ad una

delle primitive fornite dall’ambiente CUDA per la ricerca del massimo, quindi la

ricerca viene fatta richiamando una funzione scritta appositamente..

A questo punto finché il valore ritornato dalla funzione è positivo si richiamano le

varie iterazioni e alla fine si calcola il numero di Dominazione Romana della corrente

simulazione, sommando tutti i valori romani assegnati.
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4.3 Ottimizzazione degli accessi in memoria

Le prestazioni ottenute con la prima versione sviluppata sono influenzate negativa-

mente dagli accessi sparsi in memoria. Dalle osservazioni effettuate emerge che la

maggior parte del tempo di calcolo (oltre il 90%) viene occupato, come ci si poteva

aspettare, dal calcolo del GainFactor per ogni vertice.

Già l’accesso al vettore EdgesHeap risulta essere sparso, perché ogni thread si

occuperà di un vertice diverso, dunque esaminerà una porzione differente del vettore.

Inoltre, dopo aver recuperato l’identificativo del vertice adiacente i-esimo è necessario

accedere al vettore NodeValue per recuperarne il valore romano corrente, rendendo

ancora più sparso l’accesso in memoria globale. Oltre a questo, la lunghezza del

ciclo for dipende dal grado del vertice processato; ciò comporta un aumento della

frammentazione dell’esecuzione e l’impossibilità da parte del compilatore di effettuare

loop unroll, cioè trascrivere ed eseguire il codice necessario all’interno di un ciclo,

come una sequenza di istruzioni.

Una seconda versione sviluppata tenta di rendere più regolari gli accessi in

memoria modificando la struttura dati che rappresenta il grafo. Per sfruttare al

meglio la coalescenza, infatti, lo schema degli accessi è stato cambiato e corrisponde

a quello in Figura 4.3.

Memoria globale

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Thread

Figura 4.3: Schema degli accessi ottimale per la coalescenza.
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Classe di adiacenza Grado Vertici
0 1 6
1 2 1, 2, 3, 8
2 3 0, 4, 5
3 4 7

Tabella 4.1: Classi di adiacenza dei vertici.

Ogni thread si occupa di un vertice, e legge un valore adiacente alla volta. Per

aderire allo schema di accessi ottimale, la prima cella di memoria dovrebbe contenere

il primo vertice adiacente al vertice processato dal thread 0. La seconda cella di

memoria dovrebbe contenere il primo vertice adiacente al vertice processato dal

thread 1 e così via. In questo modo la totalità degli accessi risulta equivalente allo

schema ottimale.

Sorge a questo punto una problematica da risolvere: il GainFactor viene aggiornato

per ogni vertice, quindi com’è possibile organizzare la struttura dati in maniera tale

da avere sempre in sequenza i vertici adiacenti necessari? La soluzione consiste nel

suddividere i vertici in base al loro grado. Considerando nuovamente il grafo di

Figura 4.1 e suddividendo i vertici in base al grado, otteniamo le classi di adiacenza

mostrate nella Tabella 4.1.

Invece di avere un unico vettore per gli adiacenti di tutti i vertici (EdgesHeap) si

ha un numero di vettori uguale al numero di classi di adiacenza. In questo esempio

vi è una corrispondenza 1 − 1 tra le classi di adiacenza e i gradi, ma in generale

potrebbe non essere così; infatti nel grafo potrebbero esserci vertici di grado 1, 3, 7,

ma nessuno di grado 2, 4 e 5. In tal caso si avranno solo 3 classi di adiacenza, i cui

indici non corrispondono ai gradi dei vertici che appartengono alla classe.

A questo punto, per ogni classe di adiacenza, bisogna aggregare in un singolo

vettore tutti i vertici adiacenti a quelli appartenenti alla classe. Considerando ad

esempio la classe di adiacenza 2, i vertici appartenenti a tale classe sono 0, 4 e 5. I

vertici adiacenti risultano essere quelli riportati nella Tabella 4.2.
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Vertici Adiacenti
0 1, 3, 4
4 0, 2, 7
5 1, 2, 8

Tabella 4.2: Vertici e Vicinato proprio.

Aggregando ed intrecciando tutti i vertici adiacenti in un unico vettore si ottiene:

[ 1, 0, 1, 3, 2, 2, 4, 7, 8 ]

Questo elenco può essere visto come l’unione di 3 sottogruppi (ogni vertice ha

infatti grado 3). Infatti 1, 0, 1 è il sottogruppo dei primi vertici adiacenti, 3, 2, 2 è il

sottogruppo dei secondi vertici adiacenti e così via. Applicando lo stesso criterio per

tutte le classi di adiacenza, si ottiene la seguente matrice frastagliata:











7.

0, 4, 0, 5, 5, 5, 7, 7.

1, 0, 1, 3, 2, 2, 4, 7, 8.

3, 4, 6, 8.











Questa matrice viene calcolata prima di effettuare la simulazione insieme ai seguenti

vettori ausiliari:

• nAdjs: Vettore indicizzato per classe di adiacenza che contiene l’informazione

di quanti vertici appartengono a tale classe. Per il caso in esame si ha:

nAdjs = 1, 4, 3, 1.

• nodeStride: Vettore indicizzato per classe di adiacenza che contiene il grado

dei vertici appartenenti a tale classe. Per il caso in esame si ha:

nodeStride = 1, 2, 3, 4.
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ID Vertice Classe di adiacenza Indice sottogruppo
0 2 0
1 1 0
2 1 1
3 1 2
4 2 1
5 2 2
6 0 0
7 3 0
8 1 3

Tabella 4.3: Classi di adiacenza e relativi indici.

• nodeDegreeClassAndIndex: Vettore che associa ad ogni vertice del grafo la

classe di adiacenza e l’indice dei vertici adiacenti relativo a ciascun sottogruppo.

Si ha quindi una coppia di interi per vertice (e quindi l’indicizzazione è del tipo

2 * id).

{{2, 0}, {1, 0}, {1, 1}, {1, 2}, {2, 1}, {2, 2}, {0, 0}, {3, 0}, {1, 3}}.

• nVertex: numero di vertici del grafo (in questo caso 9).

• count: numero di classi di adiacenza (in questo caso 4).

La configurazione appena descritta è riassunta nella Tabella 4.3. A questo punto si

ponga l’attenzione su come avviene la fase di etichettatura e aggiornamento di un

singolo vertice, che dato un vertice centrale v pone il suo valore romano a 2 mentre

pone a 0 il valore romano di tutti i vertici adiacenti che hanno in quel momento un

valore romano pari a 1.

Innanzitutto, dato l’indice del vertice centrale bisogna determinare a quale classe

di adiacenza appartiene. Ciò si ottiene facilmente tramite il vettore nodeDegreeClas-

sAndIndex, in particolare la posizione risulta essere uguale a:

nodeDegreeClassAndIndex[2 * nodeID].
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1

1 1

1 1

(a) Prima

2

0 0

0 1

(b) Dopo

Figura 4.4: Variazione del GainFactor.

Oltre a questo serve sapere in quale posizione si trovano i vertici adiacenti all’in-

terno di ciascun sottogruppo. Anche per questo scopo si utilizza ancora una volta

nodeDegreeClassAndIndex e in particolare si fa riferimento all’indice:

nodeDegreeClassAndIndex[2 * nodeID + 1].

A questo punto vengono lanciati tanti thread quanti sono i vertici adiacenti di nodeID,

ripartendoli eventualmente in più blocchi. Ogni thread dunque esaminerà un solo

vertice adiacente di nodeID, ed in particolare il primo thread si occuperà anche di

impostare a 2 il valore romano del vertice centrale. Supponendo di impostare il

valore romano 2 sul vertice 4, si ha la configurazione mostrata in Figura 4.4.

Il vertice 4 ha grado 3 ed appartiene alla classe di adiacenza 2. Lo schema

seguente chiarisce la struttura della lista.

1, 0, 1
︸ ︷︷ ︸

Primi adiacenti

, 3, 2, 2
︸ ︷︷ ︸

Secondi adiacenti

, 4, 7, 8
︸ ︷︷ ︸

Terzi adiacenti

.



4.3 Ottimizzazione degli accessi in memoria 70

Poiché nodeDegreeClassAndIndex[2 * 4 + 1] = 1, l’interno di ciascun sottogruppo

di vertici adiacenti occupano la posizione di indice 1. Nella Figura 4.5 questi indici

sono evidenziati in rosso.

1 0 1 3 2 2 4 7 8

nodeAdjs[2]

Thread

0 1 2

Figura 4.5: Accessi sparsi per l’aggiornamento del GainFactor.

Come si evince dalla Figura 4.5, l’aver adottato questa particolare struttura dati

penalizza la coalescenza per l’operazione di assegnazione di un valore romano pari a

2 e conseguente aggiornamento del vicinato di un vertice, in quanto gli accessi sono

inevitabilmente sparsi.

L’altra operazione fondamentale è il calcolo del GainFactor. In questa versione,

si hanno due funzioni:

• calcGF(): Kernel CUDA che si occupa di aggiornare il GainFactor di tutti i

vertici aventi lo stesso grado.

• updateGainFactors(): Routine host che aggiorna il GainFactor per tutto il

grafo richiamando più volte il kernel calcGF().

In particolare il kernel calcGF() verrà richiamato tante volte quante sono le classi

di adiacenza. Vengono usati tanti thread quanti sono i vertici che appartengono a

quella classe, ed ognuno di essi si occuperà di scandire tutti gli adiacenti del vertice

associato. Aggiornando il GainFactor per tutti i vertici di grado 3 (classe di adiacenza
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1 0 1 3 2 2 4 7 8

nodeAdjs[2]

Thread (i = 0)

0 1 2

(a) I iterazione

1 0 1 3 2 2 4 7 8

nodeAdjs[2]

Thread (i = 1)

0 1 2

(b) II iterazione

1 0 1 3 2 2 4 7 8

nodeAdjs[2]

Thread (i = 2)

0 1 2

(c) III iterazione

Figura 4.6: Calcolo del GainFactor per una classe di adiacenza.

2), ogni thread mantiene un accumulatore per il GainFactor. Gli accessi effettuati

sono mostrati nella Figura 4.6. L’intero processo va ripetuto per ogni classe di

adiacenza.

La particolare struttura dati permette di ridurre (anche se non del tutto) gli

accessi non coalescenti alla memoria. Nel complesso però, tale soluzione è più lenta

rispetto alla prima versione; ciò è dovuto principalmente a due motivi:

• Ogni classe di adiacenza può contenere molti vertici, ognuno con molti vertici

adiacenti. Lanciare tanti thread quanti sono i vertici spesso risulta inadegua-

to; d’altra parte far calcolare lo stesso GainFactor a più thread risulterebbe

problematico perché bisognerebbe trovare un modo per fondere i risultati

successivamente.

• Ci possono essere molte classi di adiacenza, e ricordando che è necessario

lanciare tante volte il kernel calcGF() quante sono le classi di adiacenza,

l’operazione risulta essere computazionalmente dispendiosa..
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4.3.1 Ottimizzazione delle prestazioni

L’implementazione appena presentata, pur riorganizzando la struttura dati, non

riesce a sfruttarla bene per aumentare la velocità di esecuzione dell’intero processo.

La versione esposta in questa sezione mantiene la stessa struttura dati, ma tenta di

calcolare il GainFactor in maniera differente per ottimizzare le prestazioni. Vengono

introdotti i due nuovi kernel elencati di seguito:

• findIndexedSum() che si occuperà di volta in volta di recuperare i vertici

coinvolti nel calcolo del GainFactor.

• sumValuesToGainFactor() che si occuperò di sommare i valori che contri-

buiscono alla somma del GainFactor stesso.

L’idea scaturisce come risposta alle principali problematiche della versione precedente:

• Problema 1: Un thread deve occuparsi sequenzialmente del calcolo di un

singolo GainFactor. Soluzione: Calcolare la somma mediante riduzione

parallela.

• Problema 2: Il kernel calcGF() viene lanciato troppe volte. Soluzione:

Effettuare tutte le somme necessarie in parallelo quando possibile. Non è

possibile fare una sola riduzione parallela per tutte le classi di adiacenza in

quanto sia il numero di elementi sia l’indice associato all’output varia in modo

non uniforme.

Per ovviare a questi problemi, innanzitutto bisogna stabilire un parametro parallel-

Sums che indica quante riduzioni parallele effettuare contemporaneamente. Per grafi

non troppo grandi si possono fare tutti i calcoli necessari in una sola volta, altrimenti

li si può spezzare in più parti (che in genere sono di numero inferiore al numero delle

classi di adiacenza). La riduzione parallela ha un’altra particolarità: non vengono

sommati direttamente i valori dei vari vettori, bensì vengono trattati come indici per

il vettore dei valori romani; vengono inoltre sommati solamente i valori romani 1 (gli

unici di interesse per il calcolo del GainFactor).

In dettaglio, i parametri necessari di findIndexedSum() sono:
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• dValueArray: Vettore che contiene i valori da sommare. Corrisponde al

vettore che contiene i valori romani NodeValue.

• dIndexMatrix: Matrice frastagliata contenente gli indici relativi a dValueAr-

ray. Corrisponde alla matrice dNodeAdjs.

• nIndexes: Numero di vettori contenuti in dIndexMatrix. Corrisponde al

numero dei vertici nVertex.

• hIndexesCount, dIndexesCount: Vettore (host e device) indicante il nume-

ro di elementi di ogni vettore della matrice frastagliata. Corrisponde a nAdjs e

dNAdjs.

• indexesPerThread: Numero di indici processati da ogni thread nella prima

fase della riduzione parallela.

• base: Indica da quale vettore della matrice frastagliata bisogna iniziare le

riduzioni parallele. Le riduzioni effettuate riguarderanno i vettori di indice

[base...base + parallelSums]. Se il numero di somme parallele è uguale al

numero di vertici, allora base sarà uguale a 0.

• parallelSums: Numero di somme parallele da effettuare.

• dResults: Vettore contenente i risultati finali delle riduzioni parallele effettuate.

Corrisponde al vettore dei valori di GainFactor.

Il lancio del kernel principale GPUIndexedParallelSum() viene configurato nel

seguente modo. La griglia è bidimensionale e quindi al variare dell’indice y varia il

vettore considerato dalla somma parallela (quindi gridDim.y = parallelSums). Al

variare dell’indice x varia invece il thread all’interno della stessa somma parallela.

Il primo passo da effettuare è determinare il numero di thread da lanciare. Poiché

il numero di thread è lo stesso per tutti i blocchi, è necessario configurare il lancio

nel caso peggiore, ossia per il vettore più grande; l’indice di tale vettore maxIndexes

viene calcolato una sola volta prima che venga lanciata la vera e proprio esecuzione.

Il numero di thread è dato dalla formula:
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NTHREADS =

⌈
hIndexesCount[maxIndexes]

indexesPerThread

⌉

.

Il numero di thread per blocco (THREADSPERBLOCK ) è fissato a 128. Il numero

di blocchi viene calcolato di conseguenza:

NBLOCKS =

⌈
NTHREADS

THREADSPERBLOCK

⌉

.

La memoria condivisa conterrà tanti elementi quanti sono i thread, dunque:

SHMEMSIZE = THREADSPERBLOCK ∗ sizeof(int).

La routine findIndexedSum() richiama inizialmente il kernel GPUIndexedParallel-

Sum() configurato secondo i calcoli descritti. I parametri sono:

• dValueArray.

• dIndexMatrix.

• dIndexesCount.

• dIndexMatrix.

• indexesPerThread.

• g_odata: Matrice frastagliata di output dove verranno memorizzati i risultati

parziali delle varie riduzioni parallele. Tale matrice è necessaria per non

alterare i dati di input. Viene creata una sola volta e la sua dimensione è pari

a parallelSums righe, dove ogni riga contiene tanti elementi quanti sono quelli

del vettore più grande (tale numero è dato da hIndexesCount[maxIndexes]).

• g_odata_count : Vettore (con parallelSums elementi) che indica il numero di

elementi contenuti in ogni vettore corrispondente di g_odata.

Le operazioni svolte dal kernel sono molto simili a quelle di una riduzione parallela

classica (passaggio dalla memoria globale a quella condivisa, riduzione nella memoria
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condivisa e così via). Durante la somma vengono presi in considerazione solo i valori

uguali ad 1. Dopo la riduzione in memoria condivisa, i risultati vengono scritti per

essere salvati nei parametri g_odata e g_odata_count.

Una volta terminata l’esecuzione del primo kernel si ha in output una matrice

frastagliata e le lunghezze dei vettori in esso contenuti. A questo punto però i valori

contenuti nella matrice non sono più indici, bensì dei semplici valori da sommare

direttamente. Per questo motivo è stato introdotto un nuovo kernel GPUParallel-

Sum() utilizzato nelle fasi successive delle riduzioni parallele. La configurazione del

lancio per questo nuovo kernel è analoga a quella descritta in precedenza. Ci sono

però alcune differenze rispetto al primo kernel:

• Bisogna sommare i valori direttamente.

• E’ possibile sovrascrivere la matrice passata in input.

• Se una riduzione parallela termina (ossia rimane un solo elemento) allora il

risultato deve essere scritto in dResults.

• Nella prima fase della riduzione ogni thread si occupa sempre di due elementi,

indipendentemente da indexesPerThread.

Viene quindi innanzitutto calcolato il numero di iterazioni (ossia il numero di

chiamate a GPUParallelSum()) necessarie per ridurre tutti i vettori. La formula

utilizzata è la seguente:

nIterations = ⌈log2(maxDim)⌉

dove maxDim è la dimensione massima tra tutti i vettori ottenuti dalla prima fase di

riduzione parallela. Nel caso particolare in cui i vettori siano già stati tutti ridotti

semplicemente con l’ausilio del primo kernel, GPUParallelSum viene richiamato

comunque e il suo unico compito sarà quello di trasferire i risultati ottenuti dalla

matrice frastagliata al vettore dResults.

Questo approccio migliora sensibilmente le prestazioni rispetto ai precedenti,

grazie alla nuova routine per il calcolo del GainFactor.
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La versione esposta di seguito non ha un importanza significativa per i grafi con

connettività media superiore allo 0.1 in quanto il guadagno in prestazioni non è

considerevole per tali grafi sopratutto se confrontato con il consumo di risorse (come

la memoria) per ottenerlo mentre potrebbe rappresentare un notevole guadagno per

grafi sparsi. L’obbiettivo preposto è quello di ridurre il numero di GainFactor da dover

calcolare in quanto il cambiamento del valore romano dei vertici successivamente

ad un operazione di aggiornamento di una posizione riguarda solo gli insiemi del

vicinato di primo e di secondo livello. Ridurre il numero di GainFactor da aggiornare

non solo riduce il numero di thread da lanciare ma riduce inoltre il numero di accessi

in memoria (che risulterebbero non coalescenti).

Per raggiungere tale obbiettivo è necessario possedere informazioni su quali sono

i vertici facenti parte dei due particolari insiemi, i vertici del vicinato di primo livello

corrispondono alle varie porzioni di EdgesHeap. I vertici del vicinato di secondo

livello devono essere di volta in volta calcolati partendo dalle informazioni contenute

in EdgesHeap. Eseguire questi calcoli di volta in volta risulta essere molto costoso,

sopratutto se l’operazione viene eseguita sulla GPGPU. La soluzione più comoda è

stata quindi quella di far preventivamente calcolare questi insiemi alla CPU assieme

ai vettori Start ed EdgesHeap.

Similmente a quanto fatto in precedenza per rappresentare il grafo si generano

due vettori:

• StartNeigh: analogamente a Start, tale vettore di dimensione n indica a

partire da quale indice di Neighbors vengono elencati i vertici facente parte del

vicinato di primo livello del vertice i-esimo.

• Neighbors: analogamente a EdgesHeap contiene una serie di vertici che divisi

in partizioni rappresentano il vicinato di secondo livello di tutti i vertici del

grafo.
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Riprendendo il grafo di Figura 4.1, le strutture dati aggiuntive rispetto alla prima

versione sono mostrate di seguito.

Il vettore StartNeigh sarà della forma:

[ 0, 3, 7, 11, 16, 21, 24, 27, 30 ]

mentre il Vettore Neighbors è formato come segue:

[ 2, 5, 7, 2, 3, 4, 8, 0, 1, 7, 8, 1, 4, 6, 8,

1, 3, 5, 6, 8, 0, 4, 7, 3, 4, 8, 0, 2, 5, 1, 2, 3, 4, 6 ]

Per facilitare la gestione di tutte queste strutture dati che tra l’altro necessitano di

un’ulteriore variabile intera nNeighbors che indica la dimensione del vettore Neighbors,

è stata realizzata una struttura che prende il nome di SHData e che contiene tutti i

riferimenti necessari alle varie strutture dati, in questo modo lo scambio di questi

valori fra i vari metodi viene notevolmente semplificato.

La dimensione della struttura dati cresce più o meno significativamente in relazione

alla percentuale di connettività e le strutture coinvolte sono:

• Start

• EdgesHeap

• StartNeigh

• Neighbors

• NodeValue

• GainFactors

Start, StartNeigh, NodeValue e GainFactors sono di dimensione fissa n. Invece la

somma degli elementi di EdgesHeap e Neighbors può raggiungere il valore n2, in

quanto la somma degli elementi delle porzioni relative al vertice i-esimo di EdgesHeap
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e di Neighbors può valere al massimo n. Poiché i vertici sono n, il consumo di

memoria risulta essere quadratico sul numero dei vertici del grafo.

Le differenze significative rispetto alla prima versione stanno, oltre che nella

creazione delle strutture necessarie, anche nel funzionamento del kernel che si occupa

dell’aggiornamento del valore romano di un determinato vertice del grafo.

Vengono quindi aggiunti due parametri di input: nAdj e nAdj2 che indicano

rispettivamente la cardinalità del vicinato di primo livello e la cardinalità del vicinato

di secondo livello corrispondente al vertice relativo all’iterazione corrente. I thread di

indice inferiore a Adj+nAdj2 ricavano il vertice di cui devono occuparsi leggendo tale

valore in EdgesHeap ed in Neighbors dopo di che procedono con il normale calcolo

del GainFactor.

Questa versione è stata pensata per la computazione del numero di Dominazione

Romana su grafi con connettività molto bassa (questi grafi sono quelli più interessanti

in quanto sono quelli più difficili da gestire su CPU) e per questo motivo questa

versione non riesce a fornire grandi vantaggi su grafi con connettività alta in quanto

già con connettività superiori al 0.1 la somma di nAdj + nAdj2 è prossima a n.

Da considerare anche la quantità di memoria che queste strutture dati occupano se

rapportate a grafi molto grandi come possono esistere in natura. In ogni caso per

grafi di natura diversa come possono essere quelli planari, in cui la connettività tra

vertici è molto bassa, i tempi di esecuzione migliorano significativamente.

4.5 Ottimizzazione del calcolo del GainFactor

Con la versione esposta nella sezione precedente ci si rende conto ancora di più come

il peso maggiore dell’esecuzione è sull’aggiornamento del GainFactor per i vari vertici.

Questa operazione causa una grande ridondanza negli accessi al vettore NodeValue.

Ad esempio il vertice l ed il vertice m se hanno come vicino il vertice n entrambi

leggeranno il valore NodeValue[n].

L’idea è quella di assegnare ad ogni vertice un ulteriore valore Ones oltre al

GainFactor ed al NodeValue in cui memorizzare il numero dei suoi vicini che hanno
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valore romano 1.

In questo modo il calcolo del GainFactor per il vertice i diventa banale; infatti

basta leggere il valore di Ones[i], sommarlo al NodeValue[i] e sottrarre due, senza

dover accedere ai dati degli altri vertici.

La complessità viene quindi spostata sulla parte che si occuperà di decrementare

i valori Ones dei vicini dei vertici il cui valore passa da 1 a 0 oppure a 2.

Oltre alle strutture dati presenti nella versione precedente è stata aggiunto solo

il vettore Ones di dimensione n che funziona allo stesso modo di GainFactor e

di NodeValue, ovvero al vertice i-esimo corrisponde l’i-esimo valore di Ones. Per

ogni simulazione ogni elemento di tale vettore deve esser inizializzato ed il valore

corrisponde per ogni vertice al numero dei suoi vicini. Per questo motivo è stato

allocato una copia di questo vettore in modo tale da poter effettuare una copia veloce

e poter far ripartire velocemente l’algoritmo alle iterazioni successive.

Modifiche minori riguardano la creazione e il caricamento delle nuove strutture. I

kernel modificati sono:

• updatePositionKernel: a tale kernel si passa, oltre alle strutture dati neces-

sarie delle precedente versioni, anche il vettore appena introdotto Ones. Sia

centerIndex l’indice del vertice da cui fare partire l’aggiornamento del valore

romano, come prima cosa ad ogni thread viene assegnato un vertice curID, e

dopo si controlla il valore di NodeValue[centerIndex]. Se questo valore vale 1,

ogni thread decrementa il valore Ones associato al vertice. A questo punto

tutti i thread aggiornano il NodeValue[centerIndex] ponendolo a 2 .

Dopo questa fase ogni thread controlla se NodeValue[curID] ha valore 1, in

questo caso provvede ad aggiornare il proprio NodeValue al valore 0, ciò com-

porta la responsabilità per il thread che si occupa del vertice, di decrementare

i valori corrispondenti di Ones dei vertici adiacenti ad esso. Queste operazioni

sono molto delicate in quanto possono verificarsi facilmente corse critiche che

porterebbero alla concorrenza di più decrementi su un valore di Ones di un

vertice, per cui non si potrebbe garantire che tutti i decrementi siano state
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concluse correttamente. Per questo motivo occorre utilizzare operazioni di

decremento atomiche.

• updateGainFactor: una volta aggiornati tutti i valori di Ones, il calcolo del

GainFactor diventa piuttosto veloce in quanto basta che ogni thread a cui

viene assegnato un vertice vada a leggere il corrispondente valore NodeValue,

lo sommi a quello di Ones e sottragga 2.

Durante l’aggiornamento del GainFactor come visto fino ad adesso, per ogni

vertice si deve andar a leggere il valore romano di tutti i propri vicini ed i vertici di

cui occorre calcolare il GainFactor sono tutti i vertici del vicinato di primo e secondo

livello oltre che il vertice stesso e ciò implica il fatto che ogni vertice venga letto

più volte e si arriva a leggere anche i vertici a distanza tre dal vertice centrale (per

calcolare il GainFactor di un vertice che fa parte del vicinato di secondo livello). Il

nuovo approccio ha il grande vantaggio rispetto ai precedenti di non richiedere la

lettura di tutti questi vertici ma solo quelli appartenenti al vicinato di primo e di

secondo livello. Il problema principale sta nel fatto che occorre effettuare oltre che

una lettura anche una scrittura e inoltre queste operazioni devono essere atomiche

per i motivi già esposti.

Tutto ciò fa si che questa versione si comporti in maniera inusuale rispetto

alle altre versioni per le quali in genere l’aumentare della connettività velocizza

l’esecuzione, mentre questa versione si comporta parecchio bene con i grafi meno

densi ed invece le sue prestazioni degradano notevolmente con i grafi con connettività

alta. Ciò è spiegabile con il fatto che per i grafi più densi si verificano più corse

critiche e le scritture quindi vengono eseguite in serie rendendo l’algoritmo molto

inefficiente, con i grafi sparsi invece l’algoritmo riesce a dare il meglio di se in quanto

le probabilità che si verifichino corse critiche diminuisce drasticamente.
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4.6 Ottimizzazione con matrice di adiacenza

La particolarità di questa versione è l’utilizzo di una matrice di adiacenza per

rappresentare il grafo. Dalle versioni precedenti, emerge che il calcolo del GainFactor

porta ad accessi sparsi e ridondanti. Esplorare i vertici adiacenti e poi nuovamente i

loro adiacenti porta a considerare gli stessi vertici più volte, soprattutto per i grafi

più densi.

La matrice di adiacenza adatta viene costruita impiegando un bit per vertice,

anziché un byte o più. Ciò permette un risparmio in termini di memoria (che

comunque rimane quadratico nel numero dei vertici), nonché la manipolazione dei

vertici a gruppi, mediante operazioni and-bitwise.

Considerando ancora una volta il grafo d’esempio della Figura 4.1, la matrice di

adiacenza risulta essere la seguente:


























0101 1000 0000

1000 0100 0000

0000 1100 0000

1000 0001 0000

1010 0001 0000

0110 0000 1000

0000 0001 0000

0001 1010 1000

0000 0101 0000


























Ogni riga corrisponde ad un vertice. Per questo esempio si assume di poter

manipolare 4 bit alla volta (nell’implementazione reale si usa un int a 32 bit). I bit

evidenziati in rosso sono in eccesso e la loro presenza è dovuta al fatto che il numero

di vertici del grafo non è un multiplo di 4.

Viene adottato un formato simile anche per memorizzare i valori romani. Per

tale scopo si usano due vettori:

• nodeValueMaskOne: Vettore di bit che contiene tanti elementi quanti sono
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i vertici. Dato l’indice di un vertice, il valore corrispondente nella maschera

nodeValueMaskOne è acceso se il vertice ha valore romano 1.

• nodeValueMaskTwo: Vettore di bit che contiene tanti elementi quanti sono

i vertici. Dato l’indice di un vertice, il valore corrispondente nella maschera

nodeValueMaskTwo è acceso se il vertice ha valore romano 2.

Per il grafo di Figura 4.1, dopo la prima fase iniziale tali vettori valgono:




nodeValueMaskOne 1111 1111 1000

nodeValueMaskTwo 0000 0000 0000





La fase di inizializzazione consiste semplicemente nell’impostare ad 1 tutti i bit

di nodeValueMaskOne, mentre vengono messi a 0 tutti quelli di nodeValueMaskTwo.

Il primo vettore richiede un po’ di attenzione, in quanto bisogna impostare ad 1

solamente i bit relativi al grafo, mentre a 0 quelli in eccesso, i quali sono sempre

rappresentati in rosso.

Durante la fase di assegnazione di un valore romano 2, dato un vertice centrale

di indice startNodeID, i passi da fare sono:

• Spegnere il bit relativo a startNodeID in nodeValueMaskOne. Nell’esempio, il

vettore diventa:

[

nodeValueMaskOne 0111 1111 1000
]

• Accendere il bit relativo a startNodeID in nodeValueMaskTwo. Nell’esempio, il

vettore diventa:

[

nodeValueMaskTwo 1000 0000 0000
]

• Spegnere i bit degli adiacenti di startNodeID che hanno valore romano uguale

a 1. E’ necessario usare sia la matrice di adiacenza che nodeValueMaskOne. Si

affianca la riga di indice 0 della matrice di adiacenza ed il vettore nodeValue-
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MaskOne:








adjMatrix[0] 0101 1000 0000

nodeValueMaskOne 0111 1111 1000

adjMatrix[0] & nodeValueMaskOne 0101 1000 0000








Effettuando l’and-bitwise tra le due righe, si ottiene una nuova maschera avente

il bit 1 per ogni vertice che:

– E’ adiacente al vertice di indice 0.

– Ha 1 come valore romano.

Questa maschera indica esattamente quali sono i bit da azzerare in nodeVa-

lueMaskOne. Per farlo, bisogna invertire i bit di mask (la maschera ottenuta

dall’operazione precedente) ed effettuare un and-bitwise con nodeValueMaskO-

ne. Si ottiene così:








nodeValueMaskOne 0111 1111 1000

∼ mask 1010 0111 1111

nodeValueMaskOne & ∼ mask 0010 0111 1000








dove l’ultima riga rappresenta il valore aggiornato del vettore nodeValueMaskOne.

In definitiva, dopo questi passaggi si ottiene:




nodeValueMaskOne 0010 0111 1000

nodeValueMaskTwo 1000 0000 0000





I GainFactor vengono ricalcolati sempre per tutti i vertici del grafo. L’operazione

più costosa nel calcolo è il conteggio dei vertici adiacenti aventi 1 come valore ro-

mano. Tale operazione può essere svolta più rapidamente grazie alle operazioni di

and-bitwise. Intuitivamente, bisogna sovrapporre (mediante l’and-bitwise) il vettore

nodeValueMaskOne a tutte le righe della matrice di adiacenza, contando quanti bit

accesi rimangono (che corrispondono al valore della sommatoria).
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[

nodeValueMaskOne 0010 0111 1000
]


























0101 1000 0000

1000 0100 0000

0000 1100 0000

1000 0001 0000

1010 0001 0000

0110 0000 1000

0000 0001 0000

0001 1010 1000

0000 0101 0000


























In particolare vengono lanciati tanti thread quanti sono i vertici; ognuno di essi si

occupa di calcolare il GainFactor di un singolo vertice.

Dapprima viene letto il primo elemento (4 bit) della riga della matrice di adiacen-

za. Poi viene fatto l’and-bitwise con il primo elemento di nodeValueMaskOne. Tale

porzione di maschera ha tanti bit accesi quanti sono i vertici adiacenti (relativi alla

porzione) del vertice considerato (index ) che hanno 1 come valore romano.

I valori vengono accumulati nel valore di GainFactor di riferimento (sommando i vari

contributi dei diversi elementi) che alla fine viene scritto sulla memoria globale. Il

vettore che memorizza i vari GainFactor non è compresso, cioè utilizza un int per

ogni vertice.

Lo schema proposto presenta uno svantaggio: la matrice di adiacenza viene letta

per colonne, mentre per sfruttare la coalescenza è necessario leggerla per righe. La

situazione attuale è mostrata in Figura 4.7.
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0101

1000

0000

1000

0000

0001

1010

0000

0110

1000

0100

1100

0001

0001

1010

0001

0101

0000

0000

0000

0000

0000

0000

1000

0000

0000

1000

Thread 0

Thread 1

Thread 2

Thread 3

Thread 4

Thread 7

Thread 5

Thread 6

Thread 8

Figura 4.7: Accesso non ottimale alla memoria globale.

Questo problema può essere risolto memorizzando la matrice di adiacenza in ordine

column-major. In questo modo i thread potranno leggere la matrice per righe.








0101 1000 0000 1000 1010 0110 0000 0001 0000

1000 0100 1100 0001 0001 0000 0001 1010 0101

0000 0000 0000 0000 0000 1000 0000 1000 0000








4.6.1 Considerazioni finali

Poiché viene usata una matrice di adiacenza, la velocità di esecuzione del kernel

updateGainFactor() è indipendente dalla densità del grafo. Nonostante questo,

la densità del grafo influisce comunque sulla durata complessiva dell’esecuzione

dell’algoritmo, infatti in un grafo denso bastano poche chiamate che si occupano di

aggiornare una determinata posizione con il valore romano 2, ovviamente modificando

di conseguenza tutto il vicinato coinvolto, per far scendere il GainFactor di tutti i

vertici a valori uguali o minori di zero, mentre per i grafi sparsi si avranno più iterazioni
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per raggiungere lo stesso obbiettivo. Si potrebbe pensare di aggiornare solamente il

GainFactor relativo ai vertici coinvolti dall’aggiornamento della determina posizione,

diminuendo gli accessi in memoria e velocizzando il processo. Purtroppo ciò non è

utile né per i grafi densi (poiché un vertici ha quasi tutti gli altri come adiacenti), né

per i grafi sparsi.

In un grafo sparso, l’aggiornamento di una posizione coinvolge meno vertici

perché ognuno di essi ha un grado limitato. Ma i vertici per cui è necessario calcolare

nuovamente il GainFactor non sono solo gli adiacenti del vertice posto a 2, ma anche

i vertici a distanza 2 da quello in esame.

Effettuando dei test con un grafo da 1000 vertici e 0.1 di connettività, si è visto che

ogni vertice ha in media 80 vertici adiacenti, ma che l’insieme dei vertici a distanza 1

e a distanza 2 da quello centrale copre la maggior parte del grafo, obbligando quindi

a ricalcolare il GainFactor per (quasi) tutti i vertici. I tempi di esecuzione vengono

mostrati nelle Figure 4.8 e 4.9.

Figura 4.8: Tempi di esecuzione al variare del coefficiente di connessione.
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Figura 4.9: Tempi di esecuzione al variare del numero di vertici.

Una possibile strategia per aumentare ulteriormente la velocità di esecuzione

potrebbe essere quella di gestire più di una simulazione contemporaneamente. Nor-

malmente ogni simulazione inizia chiamando il kernel updateGainFactor() sul vertice

iniziale di indice startNodeID e poi esegue i vari calcoli, sovrapponendo il vettore

dNodeValueMaskOne a tutte le righe della matrice di adiacenza. Tra una simulazione

e l’altra, però la matrice di adiacenza non cambia. Gestendo più simulazioni alla

volta si potrebbe leggere una sola volta la matrice di adiacenza riusando gli stessi

valori più volte, risparmiando quindi molte letture in memoria.

Questo approccio però complica notevolmente l’implementazione. In particolare

l’uso di memoria, già alto a causa della matrice di adiacenza, aumenta ulteriormente.

Indicando con nSml il numero di simulazioni effettuate contemporaneamente, sarebbe

necessario memorizzare:

• nodeValueMaskOne * nSml volte: E’ necessario duplicare il vettore che memo-

rizza le posizioni con valore romano 1 per ogni simulazione, in quanto differenti

tra loro.

• nodeValueMaskTwo * nSml volte: E’ necessario duplicare il vettore che memo-

rizza le posizioni con valore romano 2 per ogni simulazione, in quanto anch’essi

differenti tra loro.
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• GainFactors * nSml volte: Ogni simulazione ha i suoi GainFactor associati ai

vertici.

• score: Un nuovo vettore di nSml elementi, contenente per ogni simulazione il suo

punteggio finale. Ciò sarebbe necessario in quanto alla fine di tutte le simulazioni

è necessario conoscere quella di punteggio minore, quindi determinare quale

delle iterazioni ha generato la migliore funzione di Dominazione Romana.

• startingNodes: Un nuovo vettore di nSml elementi, contenente per ogni

simulazione gli indici dei vertici di partenza da cui ha preso inizio l’iterazione.

Il numero di simulazioni effettuabili contemporaneamente, dunque, è influenzato

dalla memoria disponibile e dal numero di vertici presenti nel grafo. All’aumentare

delle dimensioni del grafo il numero di simulazioni nSml possibili diminuisce (in

funzione della memoria a disposizione), limitando quindi l’utilità di questo approccio.

La Figura 4.10 mostra l’occupazione di memoria riguardante una simulazione fatta

con matrice di adiacenza al variare del numero dei vertici. MAX indica il limite

massimo (che è pari ad 1GB per la scheda nVidia Geforce 9800 GT).

Figura 4.10: Memoria occupata con matrice di adiacenza al variare del numero di
vertici.



Conclusioni

Nella prima parte del lavoro appena presentato sono stati mostrati degli schemi di

copertura per grafi a griglia che permettono di migliorare il limite superiore dell

numero di Dominazione Romana per tali grafi. Tali schemi godono della proprietà

di non ridondanza che porta la differenza tra limite superiore e limite inferiore ad

essere pari a (m+ n+ 2)/5 = Θ(m+ n). Rimane un problema aperto capire se il

numero di Dominazione Romana di un grafo a griglia di qualsiasi dimensione sia

calcolabile in tempo lineare che significherebbe che il problema della Dominazione

Romana non è un problema NP-completo nella sua formulazione su grafi a griglia.

Il tentativo di calcolare una buona funzione di Dominazione Romana per grafi

bipartiti partendo dal loro insieme di vertex cover ha prodotto una copertura valida

in tempo polinomiale ma fallisce confrontato con l’algoritmo successivamente esposto

che migliora l’approssimazione del numero di Dominazione Romana anche per questa

classe di grafi

In letteratura non esistono soluzioni che approssimano il numero di Dominazione

Romana per un grafo di qualsiasi genere. I lavori di ricerca si sono concentrati

fino ad adesso nell’individuare una buona soluzione per specifiche classi di grafi che

risultano essere particolarmente regolari e nello stesso tempo interessanti per quello

che rappresentano. Sicuramente il posizionamento dei server fondamentali all’interno

di una rete oppure il posizionamento dei trasmettitori wireless all’interno in un

edificio possono avere una progettazione che portano alla creazione di un grafo con

struttura regolare. Ma come si è osservato nella fase introduttiva, le connessioni che

si creano in natura danno vita a dei grafi irregolari, denominati random per la propria
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natura di non riproducibilità. L’algoritmo euristico che fa uso del GainFactor vuole

essere una prima soluzione a questa problematica. La complessità dell’algoritmo

presentato risulta essere cubica sul numero dei vertici del grafo per grafi molto densi.

C’è da considerare che per tali grafi, basterà individuare pochi vertici a cui assegnare

il valore romano 2 per far in modo che tutti i vertici del grafo issano coperti. Potrebbe

essere possibile produrre un’analisi ammortizzata di tale complessità in maniera da

ridurre i tempi di attesa stimati.

Sono state utilizzate varie classi di grafi per valutare i risultati ottenuti ma

sarebbe interessante continuare a esplorare i risultati dell’euristica su altre tipologie

di grafi magari concentrandosi su quelli che si vengono a creare soprattutto nell’am-

bito naturale e sociologico. I possibili miglioramenti implementativi da apportare

all’algoritmo esposto potrebbero essere:

1. Aggiungere informazioni al valore di GainFactor. Cioè includere delle informa-

zioni che possano migliorare la bontà della scelta del singolo vertice.

2. Trovare un criterio per scegliere la sequenza dei vertici in caso di parità di

GainFactor. Cioè a parità di GainFactor, trovare un ulteriore modo di scegliere

i vertici.

3. Trovare una struttura dati adatta a rappresentare il vicinato di secondo livello

di ogni vertice. In generale sarebbe interessante determinare se è possibile

mantenere in memoria tali informazioni e fino a che cardinalità del grafo sarebbe

possibile farlo.

Nell’ultimo capitolo si sono studiate varie ottimizzazioni dell’euristica che fa uso

del GainFactor con l’obbiettivo di migliorare le prestazioni su CUDA. Sono stati fatti

molti passi avanti dalla prima implementazione ma sono ancora sicuramente possibili

dei miglioramenti notevoli. I lavori futuri potrebbero concentrarsi nella ricerca di

strutture dati che possano migliorare i tempi di esecuzione su tale piattaforma che

essendo relativamente giovane è in continua crescita per quanto riguarda la potenza

di calcolo che è in grado di mettere a disposizione.
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