
❯♥✐✈❡rs✐tà ❞❡❣❧✐ ❙t✉❞✐ ❞✐ ❈❛t❛♥✐❛

❉✐♣❛rt✐♠❡♥t♦ ❞✐ ▼❛t❡♠❛t✐❝❛ ❡ ■♥❢♦r♠❛t✐❝❛

❙❨◆❚❍❊❚■❈ ❆◆❉ ❙❨❙❚❊▼❙ ❇■❖▲❖●❨ ❖❋ ●❊◆❖▼❊✲❙❈❆▲❊ ▼❖❉❊▲❙✿

❯◆❈❖❱❊❘■◆● ▼■◆■▼❆▲ ▼❊❚❆❇❖▲■❙▼ ❆◆❉ ❘❊●❯▲❆❚❖❘❨ P❘■◆❈■P▲❊❙

P❤❉ ❚❤❡s✐s

P❤❉ ❈❛♥❞✐❞❛t❡

●✐♦r❣✐♦ ❏❛♥s❡♥

❆❞✈✐s♦r

Pr♦❢✳ ●✐✉s❡♣♣❡ ◆✐❝♦s✐❛

❈♦✲❆❞✈✐s♦r

Pr♦❢✳ ❙t❡♣❤❡♥ ●✳ ❖❧✐✈❡r

P❤❉ ❈♦✉rs❡ ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✲ ❳❳❳■■ ❈②❝❧❡



❈♦♥t❡♥ts

❈♦♥t❡♥ts ✐✐

▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✐✈

▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s ✈✐✐

▲✐st ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✈✐✐✐

✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✶

✷ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ●❡♥♦♠❡✲❙❝❛❧❡ ▼♦❞❡❧s ✼

✷✳✶ ❚❤❡ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ◆❡t✇♦r❦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✷✳✶✳✶ ▼❡❞✐✉♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✷✳✶✳✷ ❋❧✉① ❇❛❧❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✷✳✶✳✸ ❋❧✉① ❱❛r✐❛❜✐❧✐t② ❆♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✶✳✹ P❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ❋❧✉① ❇❛❧❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✷ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ❘♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ❙tr❛✐♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷✳✷✳✶ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❆♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✷✳✷✳✷ ❘♦❜✉st♥❡ss ❆♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✷✳✸ ●❡♥♦♠❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✹ ❘❡❞✐r❡❝t♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✺ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ◆❡t✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✸ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣② ✷✷

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✐✐



❈♦♥t❡♥ts

✸✳✷ ▼✉❧t✐✲❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✸✳✷✳✶ ▼✉❧t✐✲❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹

✸✳✷✳✷ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❘❡❞✐r❡❝t♦r ❋r❛♠❡✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾

✸✳✷✳✸ ▼❡❞✐✉♠ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✸✳✷✳✹ ❘♦❜✉st♥❡ss ❆♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶

✸✳✸ ❊t❤❛♥♦❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✸✳✸✳✶ ●❡♥❡ ❑❖ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❊t❤❛♥♦❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✸✳✸✳✷ ❊♥③②♠❡ ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✸✳✸✳✸ ❊t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❊ss❡♥t✐❛❧ ●❡♥❡s ✐♥ ❊✳ ❝♦❧✐ ❛♥❞

❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✸✳✹ ▲❛❝t❛t❡ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✹✳✶ ▼✉❧t✐ ❙t❛❣❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✸✳✺ ❋✉t✉r❡ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✹ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❇✐♦❧♦❣② ✺✸

✹✳✶ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❣❡♥♦♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✹✳✶✳✶ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✹✳✷ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❙❛❝❝❤❛r♦♠②❝❡s ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✹✳✷✳✶ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❣❡♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶

✹✳✷✳✷ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❉♦✉❜❧❡ ❉❡❧❡t✐♦♥s Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✹✳✸ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t♦ ♦t❤❡r ❙❛❝❝❤❛r♦♠②❝❡t❛❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✹✳✹ ❋✉rt❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❜r♦❛❞✲s♣❡❝tr✉♠ ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✹✳✹✳✶ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✹✳✺ ▼❡t❤♦❞s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✹✳✺✳✶ ▼♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✹✳✺✳✷ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡❞✐❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✹✳✺✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✺

✹✳✺✳✹ ❋r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❘❡❞✉♥❞❛♥❝② ❆♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾

✹✳✺✳✺ ❇▲❆❙❚♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✹✳✺✳✻ P❛t❤✇❛②✲♦r✐❡♥t❡❞ ❘♦❜✉st♥❡ss ❆♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✹✳✺✳✼ ❈♦♠♣❧❡① ◆❡t✇♦r❦ ❆♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✹✳✺✳✽ ❈♦❞❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ s❡tt✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

✹✳✻ ❋✉t✉r❡ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✐✐✐



❈♦♥t❡♥ts

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✽✺

❆♣♣❡♥❞✐① ✽✽

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✶✵✷

✐✈



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✷✳✶ ❈❡♥tr❛❧ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠ ✐♥ ❏❈❱■✲s②♥✸❆✳ ❋✐❣✉r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾

✷✳✷ ❆✛❡❝t❡❞ r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠ ♦❢ ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ❛❢t❡r ❛

s✐♥❣❧❡ ❣❡♥❡ ❦♥♦❝❦♦✉t✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ♣❋❇❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✸✳✶ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✐♦♠❛ss ❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ ✐♥ ❊✳ ❝♦❧✐✱ ❛♥❛❡r♦❜✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻

✸✳✷ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ P❛r❡t♦ ❋r♦♥ts ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❢♦r ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦✲

❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✐♦♠❛ss ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s Pr♦❦❛r②♦t✐❝ ♦r❣❛♥✐s♠s✳ ✳ ✸✽

✸✳✸ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ P❛r❡t♦ ❋r♦♥ts ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❢♦r ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦✲

❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✐♦♠❛ss ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❊✉❦❛r②♦t✐❝ ♦r❣❛♥✐s♠s✳ ✳ ✳ ✸✾

✸✳✹ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✐♦♠❛ss ❢♦r♠❛✲
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✸✳✺ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ●❡♥❡ ❑♥♦❝❦✲❖✉t ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ▼✉❧t✐✲❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❖♣t✐✲

♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸✳✻ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❡tt✐♥❣s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✸✳✼ ❙✐♠♣❧❡ ✇♦r❦✢♦✇ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲st❛❣❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✸✳✽ ❚❤❡ ✈❛r✐♦✉s st❛❣❡ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✜rst t✇♦ st❡♣s

❛ ♥♦t❛❜❧❡ str❛✐♥ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ✺✷

✹✳✶ ❋r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ▼◆s ❛❝t✐✈❡ ❣❡♥❡s❀ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱

❢♦r ❛❡r♦❜✐❝ ❛♥❞ ❛♥❛❡r♦❜✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽

✹✳✷ ❋r❛❝t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ▼◆s s❤❛r❡❞ ❛❝t✐✈❡ r❡❛❝t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❛✐r✲

✇✐s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

t❤❡ s❤❛r❡❞ r❡❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✻✵ t♦ ✾✵✪✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥

❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ✸✵ t♦ ✺✵✪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✈



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

✹✳✸ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ◆❡t✇♦r❦s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❜❛s✐❝ ♠❡❛s✉r❡s ❢r♦♠

t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦ t❤❡♦r②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵

✹✳✹ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛t♦r❛✲▼❛r❝❤✐♦r✐ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♥❡t✲

✇♦r❦s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡s ❛s t❤❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s r❡✲

♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s

r❡♠♦✈❡❞ ❤❛✈❡ ❛ s❡♥s✐❜❧② ❧♦✇❡r ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✹✳✺ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✹✳✻ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❞❡❣r❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ s❤♦✇✐♥❣

❞✐✛❡r❡♥t ❝✉r✈❡s ❢♦r ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
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✹✳✽ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r s②♥t❤❡t✐❝ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡❧❡t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ▼◆s✳ ✻✻

✹✳✾ ❘❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r t❤❡ ✹ ❋✉♥❣✐ s♣❡❝✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✹✳✶✵ ❇▲❆❙❚♣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❋✉♥❣✐✳ ✻✽

✹✳✶✶ ●❧♦❜❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
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❆✳✷ ❈❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ P❛r❡t♦ ❋r♦♥t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
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❆✳✹ ❋r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ▼◆s ❛❝t✐✈❡ ❣❡♥❡s ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛①❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡

❣r♦✇t❤ r❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥❀ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ ❢♦r ❛❡r♦❜✐❝
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❆✳✽ ❘❡❞✉♥❞❛♥❝② ❛♥❞ ❘♦❜✉st♥❡ss ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ t❤❡ ▼✐♥✐♠❛❧ ◆❡t✇♦r❦s✳ ✳ ✳ ✾✾

✈✐



▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s

❆✳✾ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ●r♦✇t❤ ❘❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s
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❆✳✶✵ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r

♠✐♥✐♠❛❧ ❣❡♥♦♠❡ st✉❞✐❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✈✐✐



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✸✳✶ ▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ❇✐♦♠❛ss ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❊✳ ❝♦❧✐✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✷ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡s ❛♥❞ ❧❡t❤❛❧ ❣❡♥❡ ♣❛✐rs ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡✲

s❝❛❧❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✸✳✸ ❙♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡ s❡ts ❦♥♦❝❦❡❞ ♦✉t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼

✸✳✹ ❙♦♠❡ s❡❧❡❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡ s❡ts r❡❣✉❧❛t✐♦♥s

♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ✜♥❡ t✉♥✐♥❣ r❡❞✐r❡❝t♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽

✹✳✶ ▼♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥

❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ◆❡t✇♦r❦s

❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✹✳✷ ▼❡❞✐❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹

❆✳✶ ▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ❇✐♦♠❛ss ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡

✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❞✐r❡❝t♦r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❡♥③②♠❡s r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✐▼▼✾✵✹

❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✽

❆✳✷ ▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ❇✐♦♠❛ss ✐♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ P❛r❡t♦ ♦♣t✐✲

♠❛❧ str❛✐♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷

❆✳✸ ❚❤❡ ▼❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ▼◆s ♦❢ ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✐♥ t❤❡ ✼ ❞✐✛❡r✲

❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹

❆✳✹ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡s ✐♥ t❤❡ ▼◆s ✉s✐♥❣ ❋✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❈❛t✲

❡❣♦r② ❛♥❞ ❈♦♠♣❛rt♠❡♥t ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
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▲✐st ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠s
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❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ❤❛s ❛❧✇❛②s ❜❡❡♥✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❧❛t❡st ❛♥ ❢✉♥✲

❞❛♠❡♥t❛❧ st❡♣s t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s✱ ❝♦♥❝❡❛❧s ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢

❛s♣❡❝t t❤❛t ❛r❡ st✐❧❧ ❢❛r t♦ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ♣r♦♣❡r❧②✳

❊✈❡♥ t❤❡ ♠♦st s✐♠♣❧❡ ✉♥✐❝❡❧❧✉❧❛r ♦r❣❛♥✐s♠s✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇

❛ ♣❧❡t❤♦r❛ ♦❢ ❝❤❛♥❝❡s ✐♥ ❜✐♦t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ♣r❡s❡♥t ♣✉③③❧✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝

❞✐✣❝✉❧t②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡✐r ❣❡♥♦♠❡ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤✐s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r

♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐s♠✳❬✷❪

■♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦✈❡r t❤❡s❡ t♦♣✐❝s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✱ ♦♥ ♦♥❡

❤❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝

❝❤❡♠✐❝❛❧s ❢r♦♠ ♠✐❝r♦♦r❣❛♥✐s♠s ❛❜❧❡ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ♣r♦❞✉❝ts ❢♦r ❜♦t❤ ♣❤❛r♠❛❝❡✉✲

t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ str✐❝t ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛

❞❡❡♣❡r ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❧✐❢❡ ✐♥ ✐ts s✐♠♣❧❡r ❢♦r♠s ❝♦✉❧❞

♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❤❛✈❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♦t❤❡r ✜❡❧❞s✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛♥❝❡r t❤❡r❛♣②✱ t♦

t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥❡✇ t❤❡r❛♣② t❛❝❦❧✐♥❣ ✐♥❢❡❝t✐♦✉s ❞✐s❡❛s❡ ♦r ♣❛r❛s✐t❡s ❛✛❡❝t✐♥❣

❤✉♠❛♥s✳

❖✈❡r t❤❡ ②❡❛r t✇♦ ✜❡❧❞s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❤❛✈❡ ❡♠❡r❣❡❞ ❛s t♦♦❧s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦

s②st❡♠❛t✐③❡ ❛♥❞ r❡✈❡❛❧ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠②st❡r✐❡s ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❡

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❡ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❇✐♦❧♦❣②✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❝❡♥t s✉❝❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡s❡ ✜❡❧❞s❬✸❪ s❡❡♠s ✐♥❞❡❡❞ t♦ s❤❛❦❡ ♦✛

❛❧❧ ❜✉t ❧✐tt❧❡ ❞♦✉❜t t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✇✐❧❧ ❜❡ st❛♥❞❛r❞ ♣r❛❝t✐❝❡

✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡r❛♣❡✉t✐❝ ❞r✉❣s ❬✹❪✱ r❡♥❡✇❛❜❧❡ ❜✐♦✲♠❛t❡r✐❛❧s ❬✺❪ ❛♥❞ ❜✐♦✲

✶



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❢✉❡❧s ❬✻✱ ✼❪✳ ❚❤❡s❡ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts ✐♥ t✉r♥ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst st✉❞✐❡s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢

s②st❡♠s ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ str❛✐♥s ❛r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❜✉✐❧t

❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠s ❜✐♦❧♦❣②✱ s②♥t❤❡t✐❝ ❜✐♦❧♦❣②✱ ❛♥❞

❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✳

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣② ✐s t❤❡ ❜r❛♥❝❤ ❛✐♠❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐③❛✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ✐ts ♣♦ss✐❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ s❝❤❡♠❛t✐s❛t✐♦♥❀ t❤❡

st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛t ❛ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ❛✐♠❡❞ ❛t

t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧✱ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❛r❡ ❛❜❧❡

t♦ ♣r♦♣❡r❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤✐s ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts ♦❢ s✉❝❤ ❛ st✉❞② ❛r❡ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡s t❤❡ ❡♥③②♠❡s✱ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡✱ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧♦♠❡✱ t❤❡ ♣r♦t❡♦♠❡✱ ❜✉t ♠♦r❡ ✐♠✲

♣♦rt❛♥t❧②✱ ❛❧❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ✏❜❧♦❝❦s✑✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡

❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣❛t❤✇❛②s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡

❛♥❞✱ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❡♥♦t②♣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❡♥♦t②♣❡✳

❚❤❡ ✐❞❡❛❧ ♠♦❞❡❧ r❡❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠s ❜✐♦❧♦❣② t♦♦❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥

❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s✳ ❖♥❡ ♠✉st ♥♦t s❡❡ t❤❡ s②st❡♠s ❜✐♦❧♦❣②✱

❤♦✇❡✈❡r✱ ❛s ❛ ♠❡r❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✐♥s✐❣❤t t❤❛t ❝❛♥ ❣♦ ❛s ❢❛r ❛s ♦✉r ❦♥♦✇❧✲

❡❞❣❡ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❛rr✐✈❡❞✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ s②st❡♠s ❜✐♦❧♦❣② t♦♦❧s ♠✐❣❤t ❣✐✈❡ ❛ ❧❛r❣❡r

♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❜❡❤✐♥❞ ♠♦r❡

s♣❡❝✐✜❝ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t♦ ❣❛♣✲✜❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛♥❞ ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡

✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❈❧❡❛r❧②✱ s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡q✉✐r❡s ❛ ❧♦t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts

❛♥❞ ❞❛t❛ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✬s ✐♥s✐❣❤t✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❡①❛♠✲

♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s ❜✐♦❧♦❣② ❛❞✈❛♥❝❡s ❛r❡ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡

♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ❛♥❞ t❤❛t ❛r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ t♦♦❧ t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♠②

r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ t❤❛t ■ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧

✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ ✐t✳ ❈❧❡❛r❧② ❛ t❤♦r♦✉❣❤

♠♦❞❡❧ s❤❛❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❣r❡❛t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ❛♥❞ r❡❛❝t✐♦♥s ✭∼ 103 ♦r ❡✈❡♥

❧❛r❣❡r✮❀ s✉❝❤ ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ ❛♥❛❧②s❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝

❛♣♣r♦❛❝❤ t②♣✐❝❛❧ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s ❜✐♦❧♦❣②✱ ❜✉t ■ ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ t♦ t❤✐s ❧❛t❡r ♦♥ ✐♥ t❤❡

✇♦r❦✳

❙②♥t❤❡t✐❝ ❇✐♦❧♦❣② ✐s ❛ ❝♦♥❝❡♣t r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞✐s♣❛r❛t❡ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ s✐♥❝❡

t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ✐ts❡❧❢ ✐s ♥♦t ✉♥✐q✉❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ✐s t❤❡ ✏♣r♦t♦❝❡❧❧✑ ❝r❡❛t✐♦♥✱

t❤❛t ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛✐♠❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❢✉❧❧② ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣

❝❡❧❧s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢

✷



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❧✐❢❡ ✐ts❡❧❢❀ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡✱ t❤❛t ❛r♦s❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ②❡❛rs ❛s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❛♥✐♥❣✱

✐s t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s t♦ ♦❜t❛✐♥ ♥❡✇ str❛✐♥s ✇✐t❤ ♥❡✇ ❛❜✐❧✐t✐❡s✳❬✽❪ ❚❤❡

❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ st✉❞② ❛✐♠❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❢✉❧❧②

❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ❣❡♥♦♠❡ t♦ ❜❡ ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ ❝❡❧❧s t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡✐r ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ❛

s♣❡❝✐✜❝ ❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

■♥ t❤❡ ❜✐❣❣❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ❜✐♦❧♦❣②✱ t❤❡♠✐♥✐♠❛❧ ❝❡❧❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✜♥❞s t❤❡♥

✐ts s♣♦t✱ s♦♠❡❤♦✇ ❛s ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❢♦r❡✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❡❧❧ ✇❛s ✜rst❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾✸✵s✱ ✇❤❡♥ ♣❤②s✐❝✐st

▼❛① ❉❡❧❜rü❝❦ ❢♦✉♥❞❡❞ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ P❤❛❣❡ ●r♦✉♣✱t❤❛t r❡❛s♦♥❡❞ ♦♥ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥✐st

❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❧✐❢❡✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♥ ❜❡

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤②s✐❝✐sts ❢♦r t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠✱ t❤❡ s✐♠✲

♣❧❡st ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s s❤❛r❡❞

❜② ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts❬✾❪✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❛✐❞ ❢♦r t❤❡ ❝❡❧❧s✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣✲

t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❡❧❧ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts ❛❜❧❡

t♦ ❞❡✜♥❡ ❧✐❢❡ ❛♥❞ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❡❧❧s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r

♦r❣❛♥✐s♠s✳

❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❡❧❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❜❧✉❡♣r✐♥t ♦❢ ❝❡❧❧ ❛♥❞

✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❣❡♥❡s✱ ♣❛t❤✇❛②s ♦r

❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t♦ ❜❡❝♦♠❡ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❡❧❧✳ ■t ✐s ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡

✭❛❝t✉❛❧❧② ✐t ✐s q✉✐t❡ ❢❛r t♦ ❜❡ s♦✮ t❤❛t s✉❝❤ ❛ ❝❡❧❧ ❡①✐st ❢♦r r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❛t ❝❛♥

❜❡ r❡❝r❡❛t❡❞ ♦r s②♥t❤❡s✐③❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐ts❡❧❢ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞

❢❛s❝✐♥❛t✐♥❣✳

■♥ ♠② ✇♦r❦ ■ ✇✐❧❧ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

♠♦❞❡❧s ♦❢ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠s✱ ❛♥❞ t❤❡

s✉❜s❡q✉❡♥t ❋❧✉① ❇❛❧❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s❬✶✵❪✱ ✐♥ ✐ts ✈❛r✐♦✉s ❢♦r♠s✱ ❛s ❛ t♦♦❧ ❢♦r t❛❝❦❧✐♥❣

s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♣♦s❡❞ ❜② ❙②st❡♠s ❛♥❞ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❇✐♦❧♦❣②✳

■♥ t❤❡ ✜rst ❝❤❛♣t❡r ■ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞

♦❢ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞❀ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❜❛s✐s

t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s✐♥❣ t❤r♦✉❣❤♦✉t ♠② ✇♦r❦✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ■ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ✢✉①

❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ t✇♦ ✈❛r✐❛♥ts t❤❛t ♣❡r♠✐t t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ✢✉①❡s ❢♦r ❡❛❝❤

❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦✱ ❜❛s✐❝❛❧❧② ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✐♥ ❛ st❡❛❞② st❛t❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧

❣r♦✇t❤❬✶✵❪✳ ■ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♦t❤❡r ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✉s❡❞ ✐♥ ♠② ❛♥❛❧②s❡s✱ s✉❝❤

✸



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❛s t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ str❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦✳

❆ s♠❛❧❧ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱

❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✇❛② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐t r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤❛t ✐s ✐ts r♦❧❡✱

❛♥❞ ❤♦✇ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤✐s ❣❡♥♦♠❡ ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❋❧✉① ❇❛❧❛♥❝❡

❆♥❛❧②s✐s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s✱ t❤❛t ■ ✇✐❧❧ ✉s❡ ✐♥ t❤❡

❧❛st ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛r❡ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞

t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❛♥❞ t❤❛t ■ tr✐❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥ t❤❡

❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❡❧❧ ♣r♦❜❧❡♠✳

◆♦t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst

❝❤❛♣t❡r✱ ❛s ■ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦♣✐❝s ✐♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s❡❝t✐♦♥s✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ st✉❞② ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢

❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ ♦r❣❛♥✐s♠s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r

♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ str❛✐♥s✱ ✇✐t❤ ❛ ❢♦❝✉s ✜rst ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢

❊t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ▲❛❝t❛t❡✳ ❚❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s

t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ str❛✐♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s

❢r♦♠ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ♠♦❞❡❧s✳

❇② ❜✉✐❧❞✐♥❣ ✉♣♦♥ r❡❝❡♥t ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts ♦❢ ✐♥ s✐❧✐❝♦ ❞r✐✈❡♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♦❢ ❜❛❝t❡r✐❛

str❛✐♥s ❬✶✶✱ ✶✷✱ ✺❪✱ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✐♥ s✐❧✐❝♦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r

t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡t❤❛♥♦❧ ❛s ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞

❝❡❧❧✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ t♦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢

♠✐❝r♦❜✐❛❧ str❛✐♥s ♦✈❡r♣r♦❞✉❝✐♥❣ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❤❛s ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞

✐♥ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs ❬✶✸❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s

❛♥❞ ♦r❣❛♥✐s♠s✱ ❛s ■ st❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ♠❛❦❡s ♦❢ ♣❛r❛♠♦✉♥t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢

♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❢✉❧❧② ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤✐s

❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❬✶✹❪✳

❆❧♦♥❣s✐❞❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡ ❦♥♦❝❦♦✉ts ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♠♦❞✲

❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❦♥♦❝❦♦✉ts ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ■ ❛❧s♦ ✉s❡❞

♦t❤❡r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ♦❢ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❡

r❡❞✐r❡❝t♦r ❬✶✷❪✱ t❤❛t s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♦✈❡r✲ ❛♥❞ ✉♥❞❡r✲ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡s t❤r♦✉❣❤

❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✏r❡❞✐r❡❝t✐♥❣✑ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❞✐❢✲
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❢❡r❡♥t ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t❤❛t s❤♦✉❧❞ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❣❡♥❡t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ✐t✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❡❞✐✉♠ t♦ ❢✉rt❤❡r ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧s✳

■ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t❤❡s❡ t✇♦ st❛♥❞❛❧♦♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❦♥♦❝❦♦✉ts ♦♥❡✱

t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲st❛❣❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t tr✐❡s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡

❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ str❛✐♥s ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❤❡♥♦t②♣❡✳

❚❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s t♦

t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❡❧❧ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ♣✐♣❡❧✐♥❡ t❤❛t ■ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡

t❛s❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠❬✶✺❪ t❤❛t ✐t❡r❛t✐✈❡❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢

t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ ❜② ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞

❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❞♦❡s♥✬t ❣♦ ❜❡❧♦✇ ❛ str✐❝t t❤r❡s❤♦❧❞❀ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡s

✇❡r❡ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t♦ ✐♥❝r❡♠❡♥t t❤❡ ❧✐❦❡❧✐♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

❆t t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♠② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ✜rst t✐♠❡ t❤❛t ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❧✐❦❡ t❤✐s

✐s ✉s❡❞ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥

r❡❝❡♥t❧② ❛ ❝❧♦s❡ ❛tt❡♠♣t ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡✲

❝❡❧❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ▼✳❣❡♥✐t❛❧✐✉♠✳❬✶✻❪

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✐ss✉❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❡❧❧s ♣r♦❜❧❡♠✱ r❡✲

t✉r♥s ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✏♠✐♥✐♠❛❧✑ ❣❡♥♦♠❡s✳ ■ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ ❛❧❧

t❤❡s❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ tr②✐♥❣ t♦ ♠❛❦❡ ❡♠❡r❣❡ s♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞

✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱

✉♥✈❡✐❧✐♥❣ ❛ ❧❡ss ♦r ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❝❛t❛❧②s❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥③②♠❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛ s♠❛❧❧

s❡t ♦❢ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❣❡♥❡s t❤❛t ❛r❡ ✭❛❧♠♦st✮ ♥❡✈❡r ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❣❡♥♦♠❡s✱ ❡♠❡r❣❡❞ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡s❡

♠✐♥✐♠❛❧ ♥❡t✇♦r❦✳

❖t❤❡r ❛♥❛❧②s❡s ♦♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦

t❤❡♦r② ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❣❡♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♥❡t✇♦r❦❀ ♥❛♠❡❧②✱ ■ ✉s❡❞ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡r✲

t✐❡s ♦❢ ♥❡t✇♦r❦s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ▲❛t♦r❛✲▼❛r❝❤✐♦r✐ ❡✣❝✐❡♥❝② ❬✶✼❪✱ t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ ❛♥♦t❤❡r

✐♠♣♦rt❛♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s ❛s ❣❡♥❡s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡

♥❡t✇♦r❦s ✭♦r ♦t❤❡r ♠❡❛s✉r❡s✮ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦t❤❡r ❣❡♥❡s✱ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡

✉s❡❞ ❛❧s♦ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ❣❡♥❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛s ✐t ✇❛s ❛❧s♦ ❤✐♥t❡❞ ❜② s♦♠❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧

❣❡♥❡s✳❬✶✽❪

✺



❈❤❛♣t❡r ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ■ ♣r❡s❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s

❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❞✐st❛♥t ♦♥❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❧✐♥❦❡❞❀

t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ t♦ ❡✛❡❝t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s t♦ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦❞✲

✉❝ts ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛ ❤✐❣❤❧② ❞❡s✐r❛❜❧❡ ♣r♦❞✉❝t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❢❛r ❢r♦♠ ❛ ❢✉❧❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

❣❡♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ t❛s❦s ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❋❧✉① ❇❛❧❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❝❤✱

❞❡s♣✐t❡ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ✐ts ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ✐s ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ ♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ ✐t ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇s

❛ ❣r❡❛t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✱ ❛ ❢❡❛t✉r❡ t❤❛t ■ ❜❡✲

❧✐❡✈❡ t♦ ❜❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❛♥❛❧②s❡s t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ♣r❡✲❞❡t❡r♠✐♥❡❞

❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❛❞✈❛♥❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t♦♦❧s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢

❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ s②st❡♠s ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐s♠s t❤❛t ❛❧❧♦✇s t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s❬✶✾❪✱ ✇✐❧❧

✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❧❡❛❞ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❜✐♦❧♦❣② t♦♦❧s ✭♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✮ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t②

♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❛ str✐❝t ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤❛t ■ ❜❡❧✐❡✈❡ ❜❡✐♥❣

❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ♣r♦❣r❡ss❡s ✐♥ s❝✐❡♥❝❡✳

✻



❈❤❛♣t❡r ✷

▼❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞

●❡♥♦♠❡✲❙❝❛❧❡ ▼♦❞❡❧s

■♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r ■ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝s ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ ❝♦♥❝❡♣ts ♦♥ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡✲

s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ t❤❡s✐s✳

✷✳✶ ❚❤❡ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ◆❡t✇♦r❦s

❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛

✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦ t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐sts✱ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥t✐sts ❛♥❞

♠❛t❤❡♠❛t✐❝✐❛♥s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ ✐ss✉❡✱ ❛♥❞ t❤❡② ✉s✉❛❧❧②

♣r❡s❡♥t ❢❡❛t✉r❡s t♦ ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞ ❛s ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡✱

t❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✐t ❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧

✐ts❡❧❢✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s ❛♥❞ t❤❛t ✐s t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st✉❞✐❡s

■ ♣r❡s❡♥t✳

■♥st❡❛❞ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡t② ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✐t ❞❡s❝r✐❜❡s ♦♥❧② t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠✱

✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡t ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ ❡✈❡r②

❧✐✈✐♥❣ ❝❡❧❧❀ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ s✉st❛✐♥✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ❝❡❧❧s✳ ❆ ❧✐♥❦❡❞ s❡r✐❡s ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♣❛t❤✇❛②✱ t❤❛t ✐s t❤❡♥

❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛♥♦t❤❡r✱

❛❝t✐♥❣ ❛s t❤❡ s✉❜str❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥t st❡♣❀ ♦t❤❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ✉s❡❞ ♦r ♣r♦✲
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ●❡♥♦♠❡✲❙❝❛❧❡ ▼♦❞❡❧s

❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❛s ❝♦❢❛❝t♦r ♦r ✏✇❛st❡✑ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❧❧ t❤❡ r❡❛❝t❛♥ts ❛♥❞

♣r♦❞✉❝ts ❛r❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s✳ ❆❧❧ t❤❡ ♣❛t❤✇❛②s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦

♠❛❝r♦✲❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ ♦♣♣♦s✐♥❣ str❡❛♠s ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥s✿ t❤❡ ❝❛t❛❜♦❧✐❝ ❛♥❞ ❛♥❛❜♦❧✐❝ ✭♦r

❜✐♦s②♥t❤❡t✐❝✮ ♣❛t❤✇❛②s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣❛t❤✇❛②s r❡❧❡❛s✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦r ♣r♦✲

❞✉❝✐♥❣ s♠❛❧❧ ✉s❡❢✉❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛s ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❢♦r ♦t❤❡r ♣r♦❝❡ss❡s❀ t❤❡ ❛♥❛❜♦❧✐❝

♣❛t❤✇❛②s ✐♥st❡❛❞ ♣r♦❞✉❝❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❧❡❝✉❧❡s s✉❝❤ ❛s ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✱ ♣r♦t❡✐♥s

♦r ♥✉❝❧❡✐❝ ❛❝✐❞s ❢r♦♠ s✐♠♣❧❡r ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s✳

❚❤❡ ❡♥t✐r❡t② ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s

❛s ♥♦❞❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❤②♣❡r❡❞❣❡s✱ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t♦

❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s

❛♥❞ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦❞❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❡❞❣❡s ❧✐♥❦ t❤❡ r❡❛❝t❛♥ts t♦ t❤❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s ❤❛✈❡

❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s❤❛r❡❞ ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❣❛♥✲

✐s♠s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ s❝❛❧✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥ t♦ t❤❡ s❝❛❧❡✲❢r❡❡ ♥❡t✇♦r❦s ❬✷✵❪✳

❆♥♦t❤❡r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ✐ts s♠❛❧❧✲✇♦r❧❞ ❜❡❤❛✈✐♦✉r❀ ❛❧✲

♠♦st ❡✈❡r② ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛ ♣❛t❤ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ♠✉❝❤

r❡❞✉❝❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❡♣s ✭✉s✉❛❧❧② ❧❡ss t❤❛♥ ✼✮✱ ✐❢ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦t❛❧

♠❡t❛❜♦❧✐t❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝✉rr❡♥❝② ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s✱ ✐✳❡✳

♠❡t❛❜♦❧✐t❡s s✉❝❤ ❛s ♦①②❣❡♥ ♦r ❤②❞r♦❣❡♥✱ t❤❛t ❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛ ❣r❡❛t ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❛❝✲

t✐♦♥s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❆❚P✱ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ♣r❡s❡♥❝❡ ✐♥

t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ❝r❡❛t❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ✏❜r✐❞❣❡s✑ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐st❛♥t ♣❛t❤✇❛②s

❛♥❞ ♠❛❦❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✣❝✉❧t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤✇❛②s ❢r♦♠ t❤❡ r❛✇ ♥❡t✇♦r❦✳

■t ✐s ❛❧♠♦st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛❧❧ t❤❡ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛t❤✇❛②s ❢r♦♠

t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤♦✉t ❛ ♣r❡✲❡①✐st❡♥t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡

♦r❣❛♥✐s♠s✳

❲❤❡♥ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✭✇✐t❤ ❡♥♦r♠♦✉s ❡✛♦rts ❢r♦♠ t❤❡

❜✐♦❝❤❡♠✐sts✮ ✐t r❡q✉✐r❡s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜❡

✉s❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❚❤❡ ✉s✉❛❧ t♦♦❧ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ✐s t❤❡ ❙t♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① S✱

✇❤❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ❛r❡

✐♥❝❧✉❞❡❞✳ ❊✈❡r② s✐♥❣❧❡ r♦✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❛❜♦❧✐t❡✱ ✇❤✐❧❡

❡✈❡r② ❝♦❧✉♠♥ ✐s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥✳ ■t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡

❣❡♥❡r✐❝ ❡❧❡♠❡♥t si,j ✐s t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡ i

❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ j✳ ❈❧❡❛r❧② t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ r♦✇ ❛r❡ ❡q✉❛❧

✽



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ●❡♥♦♠❡✲❙❝❛❧❡ ▼♦❞❡❧s

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❈❡♥tr❛❧ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠ ✐♥ ❏❈❱■✲s②♥✸❆✳ ❋✐❣✉r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✶❪✳

t♦ ③❡r♦✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛ r❡❛❝t✐♦♥ ✉s✉❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡s ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ r❡❛❝t❛♥ts ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝ts✱

❤❡♥❝❡ S ✐s ❛ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐①✱ ✐✳❡✳ ♠♦st ♦❢ ✐ts ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ❊✈❡r②

❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ t❤❛t ✐♥ t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ❧❛✇s ✐s ❛❧✇❛②s ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡

♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥ ✐❢ ✐t ✐s ❛ ♣r♦❞✉❝t ♦r ❛ s✉❜str❛t❡ ♦❢ t❤❡

r❡❛❝t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❖♥❝❡ t❤❡ ♠❛tr✐① S ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞✱ ✐t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ❛

✾



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ●❡♥♦♠❡✲❙❝❛❧❡ ▼♦❞❡❧s

s✐♠♣❧❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s

n
∑

j=1

sijvj = 0, ∀i ∈ 1, . . . ,m ⇐⇒ Sv = 0, ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ m,n ❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ❛♥❞ r❡❛❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡

♠❛tr✐① S✱ ❛♥❞ v = (v1, . . . , vn)
T ✐s ❛ ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✢✉①❡s t❤r♦✉❣❤ ❡✈❡r②

r❡❛❝t✐♦♥✳

❊❛❝❤ ✢✉① ✐s ✉s✉❛❧❧② ❜♦✉♥❞❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r✈❛❧ vj ∈ [lbj, ubj] ❞❡✜♥✐♥❣ ✐ts ❛❞♠✐ss✐❜❧❡

✈❛❧✉❡s❀ ✉s✉❛❧❧② t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t lbj ≤ 0, ubj > 0 ❛♥❞ ❝♦♥st✐t✉t❡s t✇♦

✈❡❝t♦rs lb, ub✳ ❖♥❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡ ✐s t❤❡ r❡✈❡rs✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡

r❡❛❝t✐♦♥✿ ✐❢ lbj < 0✱ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✢✉① ♠✐❣❤t ❤❛✈❡ ❛ r❡✈❡rs❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣

t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ r❡❛❝t❛♥ts ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝ts✳

✷✳✶✳✶ ▼❡❞✐✉♠ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡ ✐s ❢♦r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝✲

t✐♦♥s ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✉♣t❛❦❡ r❛t❡s ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♥✉tr✐❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥✲

♠❡♥t✳ ■❢ t❤❡ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡ ✐s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧✱ t❤❡ ✢✉① t❤r♦✉❣❤ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥

✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ ❛ss✉♠❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ r❡❝r❡❛t❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❦♥♦✇♥ ✉♣t❛❦❡ ♦r s❡❝r❡t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤

♠❡❞✐✉♠✳ ■♥ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡

❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ ❢♦r t❤❡ ●❧✉❝♦s❡ ✐s✿

D − glucosee ⇌

❚❤❡ s❡♥s❡ ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥s ✐s s♦ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ♦✉t❡r s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ✭t❤❡ ❡①✲

tr❛❝❡❧❧✉❧❛r r❡❣✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✮ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦

s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✉♣t❛❦❡ ♦❢ s♦♠❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s t❤❡ ✢✉① ✈❛❧✉❡ ❤❛s s♦ t♦ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❚❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✉♣t❛❦❡ ✐s s♦ r❡❣✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡❛❝t✐♦♥s✱ t❤❛t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② s❡t✳ ■❢ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✐s s❡t t♦

✵✱ t❤✉s t❤❡ ✢✉① ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤❡r❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛ s❡❝r❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞

✶✵



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ●❡♥♦♠❡✲❙❝❛❧❡ ▼♦❞❡❧s

❝♦♠♣♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

✷✳✶✳✷ ❋❧✉① ❇❛❧❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s

❍❡♥❝❡✱ ❛ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤

♠❡t❛❜♦❧✐t❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦ ✐s t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s

❛♥❞ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s ❞❡✜♥❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❡❝t♦rs v ∈ Rn t❤❛t

s❛t✐s✜❡s ❛❧❧ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❊✈❡r② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉①❡s ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♠❛ss

❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♠❡❛♥ t❤❛t ✐s ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛s ❛

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠ ♦❢ ❛ ❧✐✈✐♥❣ ❝❡❧❧❀ t❤❡ ♥✉❧❧ ✈❡❝t♦r s❛t✐s✜❡s t❤❡

❡q✉❛t✐♦♥s ❜✉t r❡♣r❡s❡♥t ♥♦ ❛❝t✐✈✐t② ❢♦r ❛♥② r❡❛❝t✐♦♥✳ ❚♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢

✈❡❝t♦rs✱ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞✿

min
n

∑

j=1

cjvj = c
T
v

s.t. Sv = 0

lb ≤ v ≤ ub

✭✷✳✷✮

✇❤❡r❡ c ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♠✉st t❤❡♥ ❜❡ s❡t t♦ ❢♦r❝❡ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ✢✉①❡s t♦ ❧✐❡ ♦♥ s✐♠✐❧❛r ✈❛❧✉❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧ ❝❡❧❧s✳ ❚❤✐s ✐s ❛

❞❡❧✐❝❛t❡ t❛s❦✱ ✉s✉❛❧❧② r❡q✉✐r✐♥❣ ❛ ♣r❡❝✐s❡ st✉❞② ♦♥ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛

❞❡❡♣ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧♦♠❡ ❛♥❞ r❡❛❝t♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✳

❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ t❛s❦ ✐s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ ♠❡r❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥② ✢✉①❡s ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧✱ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛♥

❛rt✐✜❝✐❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♦♠❛ss✱ ✐✳❡✳

t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱ ✉s✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✉rs♦rs ♦❢

t❤✐s r❡❛❝t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡♥ ❛❧❧ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

✐♥ t✉r♥ r❡q✉✐r❡s ♠❛♥② ♦t❤❡r r❡❛❝t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❛❝t✐✈❡✳ ❆ ♣r♦♣❡r ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t ❞❡✜♥✐t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❜✐♦♠❛ss r❡❛❝t✐♦♥ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❞❡❧✐❝❛t❡ t❛s❦ t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞

✇❤❡♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦✳

✶✶



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ●❡♥♦♠❡✲❙❝❛❧❡ ▼♦❞❡❧s

✷✳✶✳✸ ❋❧✉① ❱❛r✐❛❜✐❧✐t② ❆♥❛❧②s✐s

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡✜♥❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛♥ ❡♥♦r✲

♠♦✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s s♣❛❝❡✱ t❤❛t ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡

✢✉① t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜✐♦♠❛ss ❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥✳ ❆❧❧ t❤✐s ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ❛ ❤②✲

♣❡r❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❋❇❆ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡

❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❤♦s❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚♦ ✜rst ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧s

♦❢ t❤❡ ✢✉①❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡ r❡❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛❧❧❡❞ ❋❧✉① ❱❛r✐❛❜✐❧✐t② ❆♥❛❧②s✐s ✭❋❱❆✮❬✷✶❪ ✐s ✉s❡❞✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ❋❇❆ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✳✷✮ ❤❛s ❜❡❡♥ s♦❧✈❡❞✱ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ✢✉① vbio

r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❜✐♦♠❛ss r❡❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❛t f ∗ ✐s t❤✐s ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ❋❱❆ ♣r♦❜❧❡♠

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
min /max vj

s.t. Sv = 0

lbi ≤ vi ≤ ubi, ∀i

vbio = f ∗

✭✷✳✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛st s✐♠♣❧❡ ❝♦♥str❛✐♥t ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ●r♦✇t❤

❘❛t❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

♠✐♥✐♠✉♠ ♦r ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ t❤❛t t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥✬s ✢✉① vj ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐♦♠❛ss r❡❛❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ j✲t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦♥

t❤❡ ❤②♣❡r❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s s♣❛❝❡ ❝♦r❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ f ∗✳

✷✳✶✳✹ P❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ❋❧✉① ❇❛❧❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s

❯s✐♥❣ t❤❡ ❋❱❆ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❣r❡❛t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✢✉①❡s ✐♥ t❤❡

❋❇❆ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ♥♦t ✉♥❝♦♠♠♦♥ ❢♦r ❋❇❆ t♦ r❡t✉r♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✢✉①❡s

✇❤❡r❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧s t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ t❤❡r❡

✐s ❛ ❞✉♠♠② ❝②❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♦t❤❡r

r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚♦ ❧✐♠✐t t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ■ ❛❧s♦ ✉s❡❞

❛ ♠♦r❡ ✜♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛❧❧❡❞ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s ❋❧✉① ❇❛❧❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s❬✷✷❪✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ❛ ❝❡❧❧✱ ✉♥❞❡r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤✱ t❡♥❞s t♦

t❛❦❡ ❛ ❜❡❤❛✈✐♦✉r t❤❛t r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❧♦✇❡st ✢✉① t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦✱ t❤✐s

❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❡♥③②♠❡s ❝❛t❛❧②s✐♥❣ r❡❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ r❡s❡♥t ✐♥ ❛

✶✷



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ●❡♥♦♠❡✲❙❝❛❧❡ ▼♦❞❡❧s

❝❡❧❧✳ ❚❤❡ ❧❡❛st ✏❡①♣❡♥s✐✈❡✑ s❡tt✐♥❣ ✐s t❤❡♥ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ ✉♥❧✐♠✐t❡❞

✢✉①❡s ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✳❬✷✷❪ ❚♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤✐s✱ ❛ ❞✉❛❧ st❡♣

❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛❣❛✐♥ ✉s❡❞✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ t❤❡ ❋❱❆✳ ❆❢t❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✷✳✷✮ ✐s s♦❧✈❡❞✱ ❛

◗✉❛❞r❛t✐❝ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ♥❛♠❡❧②

min
∑

i

v2i

s.t. Sv = 0

lbi ≤ vi ≤ ubi, ∀i

vbio = f ∗

✭✷✳✹✮

❆ ♠❡t❤♦❞ s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ r❡t✉r♥s t❤❡ ✢✉①❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st s✉♠

♦❢ sq✉❛r❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❧♦✇❡st ✢✉① t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤❡♥

♠♦r❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✢✉①❡s ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛♥❞ ■ ✉s❡❞ ✐t ❢♦r ❛❧❧

t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✢✉①❡s ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

✷✳✷ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❞ ❘♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ❙tr❛✐♥s

✷✳✷✳✶ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❆♥❛❧②s✐s

■❢ t❤❡ ❦♥♦❝❦♦✉t str✐♥❣ y ❤❛s ❜❡❡♥ s❡t✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t✭s✮ ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡✲

♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉ts✱ ✐✳❡✳ ♥✉tr✐❡♥t ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s✳ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ❛❧❧♦✇s t♦

❛♥❛❧②s❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥♣✉ts ❤❛✈❡ ❛ str♦♥❣ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t✭s✮✳ ❚❤❡ ▼♦rr✐s ♠❡t❤♦❞

t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s❬✷✸❪✱ ✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❧❛♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠✉❧✲

t✐♣❧❡ r❛♥❞♦♠✐s❡❞ ♦♥❡✲❛t✲❛✲t✐♠❡ ✭❖❆❚✮ ❞❡s✐❣♥s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❖❆❚ ❞❡s✐❣♥✱ ❛♥ ✐♥♣✉t

✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡ ▼♦rr✐s

♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❢❛❝t♦r ①i ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t v ✐s ♥❡❣✲

❧✐❣✐❜❧❡ ✭v ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ✢✉①❡s✮✱ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐✈❡✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♦r ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✐♥♣✉t ❢❛❝t♦rs ①∼i✳

❚❤❡ ✐♥♣✉t ❢❛❝t♦r s♣❛❝❡ ✐s ❞✐s❝r❡t✐s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥♣✉t ❢❛❝t♦r ✈❛❧✉❡s ✇✐❧❧ ❜❡

r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥s✐❞❡ ❛ r❡❣✉❧❛r ❦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣✲❧❡✈❡❧ ❣r✐❞✱ ✇❤❡r❡ ♣ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❧❡✈❡❧s ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ ①i ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ●❡♥♦♠❡✲❙❝❛❧❡ ▼♦❞❡❧s

✜♥✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✿

eei(x) =
[g(x1, x2, ..., xi−1, xi +∆, xi+1, ..., xk)− g(x)]

∆
✭✷✳✺✮

❢♦r ❛♥② ①i ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ 1−∆✱ ✇❤❡r❡ x ∈ {0, 1/(p− 1), 2/(p− 1), . . . , 1}✱ ❛♥❞ ∆

✐s ❛ ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ 1/(p− 1)✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ①i ✐s t❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜②

❝♦♠♣✉t✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡✛❡❝ts ❛t r❛♥❞♦♠❧② s❡❧❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ①i ❛♥❞ ①∼i✳ ■❢

❛❧❧ s❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐th ✐♥♣✉t ❢❛❝t♦r ❛r❡ ③❡r♦✱ t❤❡♥ ①i ❞♦❡s♥✬t

❤❛✈❡ ❛♥② ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇✐❧❧

❜♦t❤ ❜❡ ③❡r♦✳ ■❢ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡✛❡❝ts ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✱ t❤❡♥ ✈ ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r

❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ①i✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ❡✛❡❝ts ✇✐❧❧ t❤❡♥ ♦❢ ❝♦✉rs❡

❜❡ ③❡r♦✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❞✉❡ t♦ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❢❛❝t♦rs ❛♥❞

♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✱ ▼♦rr✐s st❛t❡s t❤❛t✿ ❤✐❣❤ ♠❡❛♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❢❛❝t♦r ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t

♦✈❡r❛❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♦✉t♣✉t❀ ❤✐❣❤ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❡✐t❤❡r t❤❡

❢❛❝t♦r ✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs ♦r t❤❡ ❢❛❝t♦r ❤❛s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡

♦✉t♣✉t✳ ■♥ ♠② ✇♦r❦ ■ ✉s❡❞ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❡st❛❜❧✐s❤ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧s ✉♥❞❡r s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤✇❛②s✱ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ♠♦st

s❡♥s✐t✐✈❡ ♦♥❡s✳ ❙❡❡ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t

♣❛t❤✇❛②s✳

✷✳✷✳✷ ❘♦❜✉st♥❡ss ❆♥❛❧②s✐s

❱❛r✐♦✉s ❘♦❜✉st♥❡ss ❆♥❛❧②s✐s ✭❘❆✮ r♦✉t✐♥❡s❬✷✹❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛st✳

❇r✐❡✢②✱ ❘❆ ✐♥❞❡①❡s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥ s✐❧✐❝♦ t❡st ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥s

♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡❀ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ■ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤♦✇ ♥♦t❛❜❧❡ P❛r❡t♦

♦♣t✐♠❛❧ ✭♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧✮ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❛❞❛♣t t♦ ✏s♠❛❧❧✑ ✈❛r✐❛t✐♦♥s

t❤❛t ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ♦❝❝✉r ❡✐t❤❡r ✐♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❛❝t❡r✐✉♠ ✐ts❡❧❢✱ ♦r ✐♥ t❤❡ ❡♥✲

✈✐r♦♥♠❡♥t s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❧❛tt❡r✳ ❋✉❧❧② ❛♥❛❧②s❡s ♦❢ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ ♥♦t❛❜❧❡

str❛✐♥ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ✐t t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r♦❜✉st♥❡ss ✐♥❞❡①❡s ✿ ✐✮ ▲♦❝❛❧ ❘♦❜✉st♥❡ss ✭LRi✮✱

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞❀ ❛♥❞ ✐✐✮ ●❧♦❜❛❧

❘♦❜✉st♥❡ss ✭●❘✮✱ ✇❤✐❝❤ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ❛ str❛✐♥ ✉♥❞❡r ❛ ❣❧♦❜❛❧ ♣♦✐♥t

♦❢ ✈✐❡✇✳ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ str❛✐♥ ❛♥❞ ❧❡t v∗ ❜❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✢✉① ✈❡❝t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ ✐t✱ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❋❇❆ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ t♦ t❤❡ str❛✐♥✳ ▲❡t φ ❜❡ ❛ str❛✐♥✲

✶✹



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ●❡♥♦♠❡✲❙❝❛❧❡ ▼♦❞❡❧s

❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠❡t❛❜♦❧✐t❡✮✳ ▲❡t σ ∈ [0, 1]

❜❡ ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ str❡♥❣t❤ ❛♥❞ ǫ ∈ [0, 1] ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡✳ ▲❡t ∆i ∼ N (0, σv∗i )

❜❡ ❛ ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ V i = (0, . . . ,∆i, . . . , 0)✳ ❚❤❡ ith

❧♦❝❛❧ r♦❜✉st♥❡ss ✐♥❞❡① ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡r σ ❛♥❞ ǫ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ str❛✐♥ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞

❛s✿

LRσ,ǫ
i = P

(∣

∣φ (v∗)− φ
(

v∗ + V i
)∣

∣ ≤ ǫ |φ (v∗)|
)

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❛ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ str❡♥❣t❤ σ ❢♦r t❤❡ ✢✉①

♦❢ t❤❡ ith ♠♦❞❡❧ r❡❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ s♠❛❧❧ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ φ✳ ❚❤❡

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ GR ✐♥❞❡① ♦❢ ❛ str❛✐♥ ✐s ❛ str❛✐❣❤t ❢♦r✇❛r❞ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ t❤❛t ♦❢

❧♦❝❛❧ r♦❜✉st♥❡ss✳ ▲❡t V = (∆1, . . . ,∆n)✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r♦❜✉st♥❡ss ✐♥❞❡① ♦❢ ❛ str❛✐♥

✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

GRσ,ǫ = P (|φ (v∗)− φ (v∗ + V )| ≤ ǫ |φ (v∗)|) .

■♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ LRi ❛♥❞ ●❘ ✐♥❞❡①❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦

❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ str✐♥❣ y ❛♥❞ t❤❡ ✐♥♣✉ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡t✱ ❛ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ♣❡r♠✐t t♦

♦❜t❛✐♥ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠❛❝❤✐♥❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ s♣❡❝✐✜❝ t❛s❦

✭❡✳❣✳ ♠❛①✐♠✐s✐♥❣ ❛❝❡t❛t❡ ❛♥❞ ❜✐♦♠❛ss✮✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠❛❝❤✐♥❡ ✭♦r str❛✐♥✮

❝❛♥ ❜❡ s✉❜❥❡❝t t♦ ♥♦✐s❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❡✐t❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦r ❢r♦♠

t❤❡ ✐♥s✐❞❡✳ ❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❜❛s✐❝ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❛t ❝♦♥s✐sts

✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ♥♦✐s❡ σ t♦ t❤❡ s②st❡♠ Ψ✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ tr✐❛❧ s❛♠♣❧❡

τ ✭❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❛ s❡t Tτ ♦❢

tr✐❛❧ s❛♠♣❧❡s τ ✭t♦ ♦❜t❛✐♥ st❛t✐st✐❝❛❧❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✮✳ ❊❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t τ ♦❢ t❤❡ s❡t Tτ

✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r♦❜✉st t♦ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ♥♦✐s❡ σ ❛♥❞ t❤❡ ❣✐✈❡♥

♣r♦♣❡rt② φ ✐❢ |φ (Ψ)−φ (τ) | ≤ δ✱ ✇❤❡r❡ Ψ ✐s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s②st❡♠✱ φ ✐s ❛ ♠❡tr✐❝ ✭♦r

♣r♦♣❡rt②✮✱ τ ✐s ❛ tr✐❛❧ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ s❡t Tτ ✱ ❛♥❞ δ ✐s ❛ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ r♦❜✉st♥❡ss

♦❢ ❛ s②st❡♠ Ψ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦❜✉st tr✐❛❧s ♦❢ Tτ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡

t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐❛❧s |T |✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❛❧②s✐s✿ ●❧♦❜❛❧ ❘♦❜✉st♥❡ss ✭●❘✮ ❛♥❞ ▲♦❝❛❧

❘♦❜✉st♥❡ss ✭▲❘✮✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♣❡rt✉r❜❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡✲

♦✉s❧②✱ s♦ ❛s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❢r❛❣✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ♠❛❝❤✐♥❡❀ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r ♦♥❡ ✐♥♣✉t ❛t ❛ t✐♠❡✱ t❤✉s ♦❜t❛✐♥✐♥❣

✶✺



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ●❡♥♦♠❡✲❙❝❛❧❡ ▼♦❞❡❧s

❛ r♦❜✉st♥❡ss ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ❬✷✺❪✳ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛s r❡❢❡r❡♥❝❡

✈❛❧✉❡✳ ■ ❛❧s♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❍❛❢♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✻❪✱

✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐s❡❞ ✈♦❧✉♠❡

✭❘✮ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ t❤❛t ❛ s②st❡♠ ♠❛✐♥t❛✐♥s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝❤❛r✲

❛❝t❡r✐st✐❝s✳

■♥ ♠② ✇♦r❦ ■ ✉s❡❞ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❛❧②s✐s ❛s ❛ t♦♦❧ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣

str❛✐♥s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✽✮✳

✷✳✸ ●❡♥♦♠❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ t❤✐s ♣❛r❛❣r❛♣❤ ■ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥♦♠✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s✱ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s t♦ ✉s❡✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❞❡✜♥✐✲

t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❤❛✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡s r❡❧❛t❡❞

t♦ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠❀ t❤❡ ❣❡♥❡s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❡♥③②♠❡s ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt❡rs ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞

❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❞✐r❡❝t r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠✳ ❖t❤❡r t②♣❡

♦❢ ❣❡♥❡s ❝❛♥ ♥♦t ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❜❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❣❡♥❡s ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ✏r✉❧❡s✑ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❛❝t✐♦♥✱ ❡✈❡r② r✉❧❡ ✐s s✐♠✲

♣❧② ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡s✱ ❛s ❛t♦♠✐❝

st❛t❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ tr✉❡ ♦r ❢❛❧s❡ ✈❛❧✉❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✐❢ t❤❡ ❣❡♥❡s ✐s

s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛s ♣r❡s❡♥t ♦r ♥♦t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r✉❧❡s ❝❛♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ❜r❛❝❦❡ts ❛♥❞ t❤❡

❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥♥❡❝t♦rs ❆◆❉✱ ❖❘✱ t❤❛t ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦❢❛❝t♦rs ♦r ✐s♦❡♥③②♠❡s✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆ r❡❛❝t✐♦♥✬s r✉❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛t ♠✉st ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r

t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ t♦ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡❀ ✐❢ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ r✉❧❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❥✉st ♦♥❡ ❣❡♥❡ ❆✱

t❤❛t r❡❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡q✉✐r❡ ✐ts ♣r❡s❡♥❝❡ t♦ ❤❛♣♣❡♥❀ ❝❧❡❛r❧② t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❛❝t✐♦♥s

✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① r✉❧❡s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❣❡♥❡s✱ ❛♥❞ r❡❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❡♠♣t② r✉❧❡s✱ ✐✳❡✳

t❤❡② ♠✐❣❤t ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s

r❡❛❝t✐♦♥s✳

■♠♣❛❝t ♦❢ ❣❡♥❡ ❑♥♦❝❦❖✉ts

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛

s❡t ♦❢ ❣❡♥❡s t♦ ❜❡ ❦♥♦❝❦❡❞ ♦✉t✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉①❡s ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❞❡❧❡t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡

✶✻



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ●❡♥♦♠❡✲❙❝❛❧❡ ▼♦❞❡❧s

♠♦❞❡❧ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❡ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ✭♦r ♠♦r❡✮ ❝♦♥str❛✐♥t

❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛tr✐① S✳ ❚❤r♦✉❣❤ t❤❡ s❡t ♦❢ r✉❧❡s ♠❛♣✱ s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡rr❡❞ ❛s

t❤❡ ❣❡♥❡✲♣r♦t❡✐♥✲r❡❛❝t✐♦♥ ✭●P❘✮ ♠❛♣✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t ✇❤✐❝❤ r❡❛❝t✐♦♥s

❛r❡ t✉r♥❡❞ ♦✛ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦❣✐❝❛❧

r✉❧❡s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r ✐t✳ ❋♦r ❡❛❝❤ r❡❛❝t✐♦♥ t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱

t❤❡ r♦✇s ✐♥ S ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ r❡❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡

♠♦❞❡❧✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❧❡t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛tr✐① ❛t ❛❧❧✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧

✐s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❧❡ss ❝♦♥str❛✐♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦♥❡s

♦❢ t❤❡ ❞❡❧❡t❡❞ r❡❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦ ♠♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s

❛ r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡

r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ✐t✳ ❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ✐❢ t❤❡ ❜✐♦♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ✈❛❧✉❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✵✱

t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ✢✉①❡s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❋❇❆ ✈❛r② ❛❢t❡r ❛

s✐♥❣❧❡ ❦♥♦❝❦♦✉t ✐♥ t❤❡ ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦ ✐s r❡♣♦rt❡❞✳ ■♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝

❝❛s❡ t❤❡ ●r♦✇t❤ r❛t❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ r❡❛❝t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ❆❚P s②♥t❤❛s❡

t❤❛t ❤❛✈❡ ❛ ✢✉① r❡❞✉❝❡❞ ❜② ∼ 20%✳

✶✼
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❆✛❡❝t❡❞ r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠ ♦❢ ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ❛❢t❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ❣❡♥❡ ❦♥♦❝❦♦✉t✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ♣❋❇❆✳ ❚❤❡ r❡❞
❡❞❣❡s ❛r❡ ♠♦r❡ str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t❡❞✳
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❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ●❡♥♦♠❡✲❙❝❛❧❡ ▼♦❞❡❧s

✷✳✹ ❘❡❞✐r❡❝t♦r

❚❤❡ ♦t❤❡r ❦✐♥❞ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❝❡❧❧s✬ ♣❤❡♥♦t②♣❡ ✐s t❤❡

r❡❞✐r❡❝t♦r ❬✶✷❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s t♦ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♦❜✲

❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ✢✉① ❜❛❧❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s t♦ r❡♣r❡s❡♥t✱ ✐♥

❛ s✐♠♣❧❡ ✇❛②✱ t❤❡ ♦✈❡r✲ ❛♥❞ ✉♥❞❡r✲ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② s❡t ❛s t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❜✐♦♠❛ss ✢✉①✱ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐t✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r

♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝❤❛♥❣❡ t♦♦✱ r❡❞✐r❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ✢✉①❡s t♦ ❛♥ ♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t✐✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♥♦ ♠♦r❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❜✐♦♠❛ss r❡❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r✲

♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ▲❡t✬s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✈❡❝t♦r y ∈ Rg

❡①♣r❡ss t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡s ✭✉s✉❛❧❧② ❛s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ [−1,+1]

✐♥t❡r✈❛❧✮✳ ■❢ ❛ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵ t❤❡♥ t❤❡ ❣❡♥❡ ✐s ♥♦r♠❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞✱ ✐❢ ♣♦s✲

✐t✐✈❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡ ✐s ♦✈❡r❡①♣r❡ss❡❞✱ ✐❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ t❤❡ ❣❡♥❡ ✐s ✉♥❞❡r❡①♣r❡ss❡❞✳ ❲❤❡♥ ❛

❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ ✵✱ t❤❛♥ ❛❧❧ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❛t ❣❡♥❡ ❤❛✈❡ t♦

❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❚❤✉s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ✐s ❞❡✜♥❡❞✿ w ∈ Rn✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s♦ s❡t

wi = sign(vWT
i )yj✱ ✇❤❡r❡ j ✐s t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡ s❡t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ it❤ r❡❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡ vWT ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✢✉①❡s ♦❢ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱

❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦r t❤❡ ❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❤❛s

t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✢✉①✳ ■❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❤❛s ♥♦t ❛♥② ❣❡♥❡

r❡❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✐s s❡t t♦ ✵✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡♥✿

max γvbiomass +
n

∑

i=1

wivi

s.t. Sv = 0

lj ≤ vj ≤ uj, j ∈ {1, . . . , n}

✭✷✳✻✮

✇❤❡r❡ γ ✐s t❤❡ ❜✐♦♠❛ss r❡❛❝t✐♦♥ ✇❡✐❣❤t✱ t❤❛t ✐s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡❧② s❡t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡ts ✈❛❧✉❡ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡

✢✉①❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❛❞❥✉st❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ r❡❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥

✢✉①❡s ❞♦♥✬t ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❝❛s❡✳ ❙♦ ✐❢ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ r❡❛❝t✐♦♥ ❤❛s ❛

✇✐❧❞ t②♣❡ ✢✉①❡s ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛tt❡♥✉❛t❡❞✱ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❣❛t✐✈❡✱

❜✉t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ s❡t ❡q✉❛❧ t♦ ✵ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❦❡❡♣

t❤❡ ✢✉① ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳

✶✾



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ●❡♥♦♠❡✲❙❝❛❧❡ ▼♦❞❡❧s

■ ✉s❡❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ r❡❞✐r❡❝t♦r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ✜rst ✐s ❝❛❧❧❡❞

✢❛t r❡❞✐r❡❝t♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✜♥❡ t✉♥✐♥❣ r❡❞✐r❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤

♦t❤❡r ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❝❛♥ ❛ss✉♠❡✳ ■♥ t❤❡ ✢❛t r❡❞✐r❡❝t♦r✱

t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts yj ❝❛♥ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡s {−1, 0− 1}✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ✜♥❡ t✉♥✐♥❣ r❡❞✐r❡❝t♦r✱ ❤❛s ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠✉✲

❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ {−1,−0.9, . . . ,−0.1, 0, 0.1, . . . , 0.9, 1} ❛r❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡

❛❞♠✐tt❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ s♦ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ t❤❛♥ t❤❡ ✢❛t ♦♥❡s✳ ■t ✐s

✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤✐♥ ✐ts❡❧❢ t❤❡ ✢❛t r❡❞✐r❡❝t♦r✱

❛❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ✢❛t ✐s ✉s❡❧❡ss✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛t✐♦♥s

♠❛② ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛ ❢❛st❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ✜♥❡ t✉♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❙❡❡

❈❤❛♣t❡r ✸ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ r❡❞✐r❡❝t♦r ❛♥❛❧②s✐s✳

✷✳✺ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s ◆❡t✇♦r❦

❋♦r ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❧s♦ t❤❡

♥❡t✇♦r❦ ❢♦r♠❡❞ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❧♦♥❣ ❜❡❡♥

st✉❞✐❡❞ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ ❛♥❞ ✉♥✈❡✐❧✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱ ❛t ♠❛♥② ❧❡✈❡❧s✱

t❤❛t ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❡♥❡s ♦❢ ❛♥ ♦r❣❛♥✐s♠❬✷✼❪✳ ❚❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢

❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡♥s✐t② ❛♥❞ ♥❛t✉r❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t❤❡② ❛✛❡❝t✳ ❚❤❡②

❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ♠✉t❛♥t t♦ ❛ ♥❡✉tr❛❧

st❛t❡❀ t❤❡② ❛r❡ t❤❡♥ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❛s ❛ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡s ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✳ ■❢✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡❧❡t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s❧♦✇ ❣r♦✇t❤

r❛t❡ ✐❢ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦ s✐♥❣❧❡ ❞❡❧❡t✐♦♥s✱ t❤❡ t✇♦ ❣❡♥❡s ♠❛② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥✈♦❧✈❡❞

✐♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t♦r② ♣❛t❤✇❛②s t❤❛t ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s✉❜st✐t✉t❡ ♦♥❡ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❜✉t ✐❢ ❜♦t❤

❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r❣❛♥✐s♠ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦t❤❡r ♣❛t❤✇❛② ❛❜❧❡ t♦ s✉st❛✐♥ t❤❡✐r

r♦❧❡✱ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❛ r❡s✉❧t✐♥❣ ✜t♥❡ss s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♥♦♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✐❢ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡

s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛t✐♦♥s str❛✐♥s✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ❣❡♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t

❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s ❤❛✈❡ ❤❛❞ ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐♥

t❤❡ ❧❛st ②❡❛r✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦r ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝ st✉❞✐❡s

♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡❧❡t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❧❡❛s❡❞✳❬✷✽✱ ✷✾❪

■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ǫ✲

s❝♦r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ♠✉t❛t✐♦♥s✳ ▲❡t fi ❜❡ t❤❡ ✜t♥❡ss ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ ♦❜t❛✐♥❡❞

✷✵



❈❤❛♣t❡r ✷✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ ●❡♥♦♠❡✲❙❝❛❧❡ ▼♦❞❡❧s

✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❧❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡ i✱ t❤❡ s❝♦r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

ǫij = fij − fifj ✭✷✳✼✮

■❢ t❤❡ ✜t♥❡ss ♠❡❛s✉r❡✱ ✉s✉❛❧❧② ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧✱ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✐♥

[0, 1] t❤❡ s❝♦r❡ ❤❛s ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s ✐♥ [−1, 1]✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ −1 ❡①♣r❡ss ❛ s②♥t❤❡t✐❝

❞♦✉❜❧❡ ❞❡❧❡t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ❛ ❞❡❧❡t✐♦♥ t❤❛t ❦✐❧❧s t❤❡ ❝❡❧❧ ✇❤✐❧❡ ♥❡✐t❤❡r t❤❡ t✇♦ s✐♥❣❧❡

❞❡❧❡t✐♦♥s ❞♦ ✐t✳

■t ✐s ✇♦rt❤ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦

♣❤②s✐❝❛❧❧② ❡✈❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦t❡✐♥s✱ ❛♥❞ ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t ❦♥♦✇♥ ❛❧s♦ ❛s ♣r♦t❡✐♥✲♣r♦t❡✐♥

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s❀ t❤❡s❡ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡✈❡♥ts✳

❲❤❡♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❛♥ ♦r❣❛♥✐s♠ t❤❡s❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦

❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♦r ❢♦r♠ ❛♥♦t❤❡r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛♣ ❛♥❞ ■ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡♠ ✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛❧♦♥❣s✐❞❡ t❤❡ ✜rsts✳

✷✶



❈❤❛♣t❡r ✸

▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞

P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❖✈❡r t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ❞❡❝❛❞❡s t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❞r❛♠❛t✐❝ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st

❢♦r t❤❡ ❜✐♦✲♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❝❤❡♠✐❝❛❧s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♦❢

♠✐❝r♦✲♦r❣❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦❜✐❛❧ ❢❡r♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♥♦✇ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

♦❢ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧s❀ t❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥ ❢❛❝t ❛ s❡r✐♦✉s ♦❢ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐❢ ❝♦♠♣❛r❡❞

✇✐t❤ ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ■❞❡❛❧❧②✱ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ ♦r❣❛♥✐s♠s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡

♣✉r❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s t❤❛t ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡

❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❢❡❡❞st♦❝❦s ❞❡r✐✈❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢r♦♠ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✇❛st❡s✳

❚❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✐s t❤❡♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❝❤❛✐♥s✱ ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ②✐❡❧❞ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t ❢♦r ❛ ✉♥✐t ♦❢ ♥✉tr✐❡♥t✱ t❤❡

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ str❛✐♥s✳

❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦❜❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛

❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❛s❦ t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ▼❛♥② str❛t❡❣✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❣❡♥❡t✐❝ ❡❞✐t✐♥❣ ♦r

♠❡t❛❜♦❧✐❝ r❡✇✐r✐♥❣✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs✱ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ t❤❡

r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❡❧❧ ❢❛❝t♦r✐❡s ❬✸✵❪✳

❚❤❡ s②st❡♠s ❜✐♦❧♦❣② t♦♦❧s ❛r❡ ♦❢ ❡✈✐❞❡♥t ❤❡❧♣ ✐♥ t❤❡s❡ t❛s❦s✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥❞
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

♣r♦♣♦s✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦t②♣❡s ♦❢ t❤❡

♠✐❝r♦❜❡s st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❡❧❧✉❧❛r ❣❡♥♦t②♣❡s ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❢♦r ❡①❛❝t ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♣❤❡♥♦t②♣❡s❀ t❤♦✉❣❤✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ s✉❝❤ ❛

t❛s❦ ✐s ❡✈✐❞❡♥t ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ st✐❧❧ ❢❛r ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✉♥✈❡✐❧✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣

♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❢❛❝t♦r✐❡s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❡ ❝♦♥s✐st

♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❛♥ ❡♥♦r♠♦✉s ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t ❛r❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①♣❧♦r❡

❡①❤❛✉st✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ✐♥❞✉str✐❛❧ ✐♥t❡r❡st ♦✈❡r t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❤♦✇❡✈❡r ❣r♦✇✐♥❣

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✱ ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❛♥② ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t s✉❝❤ ❛ ✇♦r❦✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦

✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♦♥ ❛ ♣❧❡t❤♦r❛ ♦❢ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❈❤❡♠✐❝❛❧s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❡♥❡r❣②✱ ✐♥❞✉str②✱

❛❣r✐❝✉❧t✉r❡✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❝❡❧❧ ❢❛❝t♦r✐❡s✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ s✉st❛✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

❝♦♥❝❡r♥s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ❬✸✶❪✳

❚❤❡ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛

❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ t♦♦❧ ❢♦r t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❢♦r s✐♠♣❧❡ ♦r❣❛♥✐s♠s✱ ♠❛♥② ♦t❤❡rs ❤❛✈❡ ❡♠❡r❣❡❞✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢♦r

♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧ ♦r❣❛♥✐s♠s s✉❝❤ ❛s ❊✳❝♦❧✐ ❛♥❞ ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉✲

t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡✱ ❜✉t ❛r❡ ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ❝♦♠✲

♣❧❡① ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ t❤❛t ❤❡❧♣❡❞ ❛ ❞❡❡♣❡r ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♣❛t❤✇❛②s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠ ✐ts❡❧❢✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ st✉❞②✐♥❣ t❤❡

♥❡t✇♦r❦ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✱ ✇✐t❤ ❛❧❧ ✐ts r❡❧❛t❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❬✸✷❪✳ ❆t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡

r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♦✛❡r ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t♦♦❧ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛s ✇❡

❤❛✈❡ s❡❡♥✳

❈❧❡❛r❧② t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❛ ❧♦t ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✲

✇♦r❦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠s ❜✐♦❧♦❣② ❛♥❞ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ❋✐rst✱ t❤❡

♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦ ✐ts❡❧❢ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② t✉♥❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱

✉s✉❛❧❧② t②♣✐❝❛❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ r❡❛❝t✐♦♥✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡q✉❡st❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s

♠❛❦❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✜tt✐♥❣ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣♦✐♥t✳

❆♥♦t❤❡r ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ✐s t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡✜♥❡❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r

st❛t❡ t❤❛t ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❣r♦✇t❤ st❛t❡❀ ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❢❛❝t♦r✐❡s st✉❞✐❡s ♦t❤❡r

st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ❧✐❢❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♦r ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s st✐❧❧ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♠❡t❤♦❞

t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s ❬✸✷❪✳

■♥ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❢✉t✉r❡ ✐t ✐s ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ❡✛♦rts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✇✐❧❧

❜❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ❛♥❞ r❡✜♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ tr❛♥s❝r✐♣t✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t♦r② ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤♦s❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛rt ❤❛s

❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊✳❝♦❧✐✱ ♦r t❤r♦✉❣❤ ❡♥③②♠❛t✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛s ✐♥ t❤❡

❧❛t❡st ✇♦r❦s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❬✶✾❪✳

❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ s♦♠❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♥❡❡❞❡❞ ❜② t❤❡ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡

♠♦❞❡❧s✱ t❤❡② st✐❧❧ ❛r❡ ❛ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❛❞❞r❡ss✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❡♥❣✐♥❡❡r✲

✐♥❣ t❛s❦✳ ■♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r ■ ✇✐❧❧ tr② t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts

t❤❛t ■ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ▼❖▼❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ■ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❬✸✸❪✳

■ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞

❣❡♥❡s ❞❡❧❡t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦ t❤❡ ♣❤❡♥♦t②♣✐❝ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧

♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛ ❣❡♥❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❞✐r❡❝t♦r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛ ♠❡❞✐✉♠

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❤❛t ✐s st✐❧❧ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛❣❡ ♦❢ ✐ts ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥ t❤❛t ■ ❜❡❧✐❡✈❡

✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ■♥✐t✐❛❧❧② ■ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ ❝❛s❡ st✉❞② ❢♦r

t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡t❤❛♥♦❧ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❣❛♥✐s♠s ❬✸✸❪ ❛♥❞ t❤❡♥

■ ✇✐❧❧ s✇✐t❝❤ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ▲❛❝t✐❝ ❆❝✐❞✱ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡✱ ❛t

t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♠② ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ t❤❛t ■ ❥✉st ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳

✸✳✷ ▼✉❧t✐✲❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞

♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❞❡s✐❣♥ t❤r♦✉❣❤ ❜✐♦❈❆❉ t♦♦❧s ❬✶✶❪ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ▼❖▼❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❬✸✸❪ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✳

✸✳✷✳✶ ▼✉❧t✐✲❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ P❛r❡t♦ ❖♣t✐♠❛❧✐t② ❡♠❡r❣❡s ❡✈❡r② t✐♠❡ t❤❛t ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ♦r

♠♦r❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞❀ ❤❛✈✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✐♥ ❝♦♥tr❛st ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡♠ ♠❛❦❡ ❝❧❡❛r t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ❛s ✐t ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧

♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t ♦♣t✐♠✐③❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛❧❧ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳

■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t❤❛t ❛ tr❛❞❡✲♦❢ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

✷✹



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

❣r♦✇t❤✲r❛t❛❡ ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝r❡t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❛tt❡r

s✉❜tr❛❝t r❡s♦✉r❝❡s t♦ ♦t❤❡r ♣❛t❤✇❛②s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣✉r❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✳ ■❢ s♦♠❡ ♦❢

t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ r❡s♦✉r❝❡s ❛r❡ r❡❞✐r❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧

❜❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ P❛r❡t♦ ❖♣t✐♠❛❧✐t②✱

t❤❛t ✐s ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ▼❖▼❊✱ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ♣♦✐♥ts

♦❢ ♣r♦❜❧❡♠s ❧✐❦❡ t❤✐s ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ tr❛❞❡✲♦✛ ♣♦✐♥ts ❛♠♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳

❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ≺ ❢♦r ❡❛❝❤ x, y ∈ Rk

✐s✿ x ≺ y ⇐⇒ xi ≤ yi i = 1, . . . , k ❛♥❞ ∃ j s✳t✳ xj < yj ✱ t❤❛t ✐s✱ ✐❢ ❡❛❝❤

❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ x ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧ t♦ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ y✱ ❛♥❞ ❛t

❧❡❛st ♦♥❡ x ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s str✐❝t❧② ❧❡ss t❤❛♥ y ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡♥✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ❣❡♥❡r✐❝

♠✉❧t✐✲♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ F ❛♥ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦r x ✐s s❛✐❞ t♦

❞♦♠✐♥❛t❡ y ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ F ✐❢ F (x) ≺ F (y)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ P❛r❡t♦✲❢r♦♥t ✐s ❞❡✜♥❡❞

❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦rs x s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦rs y t❤❛t ❞♦♠✐♥❛t❡s

x ❬✸✹❪✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s t❤✉s t♦ ✜♥❞ ✭♦r

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✮ t❤❡ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

▼❖▼❊ ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥ s✐❧✐❝♦ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❋❇❆ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ♦✈❡r♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇❛s ✜rst❧② ♠♦❞✲

❡❧❧❡❞ ❜② ❞✐r❡❝t❧② ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✢✉①❡s

❬✸✺❪✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢

❣❡♥❡t✐❝ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ ✉s✐♥❣ ♦❢ ❣❡♥❡t✐❝ ❦♥♦❝❦♦✉ts ❬✸✻❪❀ ♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❡♥③②♠❡s

✉♣✴❞♦✇♥✲r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❬✶✷❪✳

❍❡✉r✐st✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ✐♥ s✐❧✐❝♦

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ s②♥t❤❡t✐❝ ❜✐♦❧♦❣② ✐♥ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s✳ ❊①✲

❛♠♣❧❡ s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛r❡✿ ●❡♥❡t✐❝ ❉❡s✐❣♥ t❤r♦✉❣❤

▲♦❝❛❧ ❙❡❛r❝❤ ✭●❉▲❙✮ ❬✸✼❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ▼■▲P ✐s ✐t❡r❛t✐✈❡❧② s♦❧✈❡❞ ✐♥ s♠❛❧❧ r❡❣✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ s♣❛❝❡❀ ❊♥❤❛♥❝✐♥❣ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ✇✐t❤ ■t❡r❛t✐✈❡ ▲✐♥❡❛r ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

✭❊▼■▲✐❖✮ ❬✸✽❪✱ t❤❛t ✉s❡ ❛ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

s♦❧✈❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛ ▼■▲P ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❑❛r✉s❤✲❑✉❤♥✲❚✉❝❦❡r ♠❡t❤♦❞✳ ❆

r❡❝❡♥t s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✶✸❪✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ▼❖▼❊ ❬✸✸❪ t❤❛t ■ ❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥❞

t❤❛t ■ ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞ ❤❡r❡✱ ❢♦❧❧♦✇ t❤✐s ♣❛t❤ ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ■♥

✷✺



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s ❛✐♠❡❞ ❛t t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ❛♥❞ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛❞❡✲♦✛s

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❛ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ ♠✐❝r♦♦r❣❛♥✲

✐s♠✱ ♦❢ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♦r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧❧❡❞ ♦r❣❛♥✐s♠ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧

♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ s❡ts ♦❢ ❦❡② ❣❡♥❡t✐❝ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ ♦✈❡r♣r♦✲

❞✉❝✐♥❣ str❛✐♥s ②❡t ✇✐t❤ s❡♥s✐❜❧❡ ❣r♦✇t❤ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❋❇❆ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧❡❛♥ ♦♥ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ◆❙●❆✲■■ ❬✸✾❪❀ t❤❡ ✐♥s♣✐r❛✲

t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❣❡♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✸✹❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❡✈♦❧✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❣❡♥❡t✐❝ ♦r

❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❧❛✇s r❡❣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡

t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❡✈❛❧✲

✉❛t❡ t❤❡✐r ✜t♥❡ss✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✐❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ♣r♦♣❡r❧② s❡t ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❛♥❞ ✐♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❡✈♦❧✈❡s t♦ ❛ s❡t

♦❢ ♣s❡✉❞♦✲♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✱ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝❧♦s❡r ❛♥❞ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

P❛r❡t♦ ❋r♦♥t ❛t ❡✈❡r② ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ▼❖▼❊ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠

♣r♦❝❡❞✉r❡ ▼❖▼❊✭♣♦♣✱♠❛①●❡♥✱❞✉♣✱✉❑❈ ✮
P (0) ← InitPop(pop)
FBA(P (0))
Rank❴and❴crowding❴distance(P (0))
gen ← 0
✇❤✐❧❡ gen < maxGen ❞♦

Pool (gen) ← Selection(P (gen),
[

pop
2

]

)

Q
(gen)
dup ← GenOffspring(Pool(gen), dup)

Q
(gen)
dup ← Force❴to❴feasible(Q(gen), uKC)

FBA(Q
(gen)
dup )

Rank❴and❴crowding❴distance(Q
(gen)
dup )

(Q(gen))← BestOutOfDup(Q
(gen)
dup , dup)

P (gen+1) ← Best(P (gen) ∪Q(gen), pop)
gen← gen+ 1

r❡t✉r♥
(

⋃

gen P
(gen)

)

❚❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✐s ❛ ♣s❡✉❞♦✲❝♦❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ▼❖▼❊✳ ❆s t②♣✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡

❣❡♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ s❡t ❛♥❞ t❤❛t
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✿

✭✐✮ pop✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛t ❡✈❡r② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥❀

✭✐✐✮ maxGen✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ✇❤♦♠ t❤❡ ♣♦♣✉✲

❧❛t✐♦♥ ✐s ❡✈♦❧✈❡❞✱ t❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧♦♦♣

♣❡r❢♦r♠❡❞❀

✭✐✐✐✮ dup✱ t❤❛t ✐s t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦♥✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦r ❬✹✵❪✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♦✛s♣r✐♥❣s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t ❡✈❡r② ❣❡♥❡r❛t✐♦♥❀

✭✐✈✮ uKC✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡s ❑♥♦❝❦❖✉ts ❛❧❧♦✇❡❞ ❛t ❡✈❡r②

t✐♠❡✱ ✐✳❡✳ ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ✇✐❧❧ ❜❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❧❡t✐♦♥s ❧❡ss ♦r

❡q✉❛❧ t♦ uKC✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ P (0)✱ ✐s r❛♥❞♦♠❧② ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ r♦✉t✐♥❡ ■♥✐tP♦♣✱

✇❤✐❝❤ r❛♥❞♦♠❧② ❛♣♣❧✐❡s ❢❡✇ ♠✉t❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ str❛✐♥✱ ✐✳❡✳ str❛✐♥s ✇✐t❤

♥♦ ❞❡❧❡t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ✐t st❛rt❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❛ s❡t ♦❢ ✇✐❧❞ t②♣❡

♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡ FBA ✐s ❤❡♥❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡❛❝❤ str❛✐♥ ✐♥ P (0)✱ ❛♥❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ t❤❡

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡s ♦❢ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❛ r❛♥❦ ❛♥❞ ❝r♦✇❞✐♥❣ ❞✐s✲

t❛♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞❬✸✾❪✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❡♥s✉r❡s

t❤❡ P❛r❡t♦✲♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❣✐✈✐♥❣ ♣r✐♦r✐t② t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ s♦✲

❧✉t✐♦♥s ✐✳❡✳ t❤❡ ♣♦✐♥ts t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ P❛r❡t♦ ❋r♦♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡

❝r♦✇❞✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ✐♥st❡❛❞ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥

♥❡❛r ❡❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆t ❡❛❝❤ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ❧❡ss

✐s♦❧❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❤❡♥♦t②♣✐❝ s♣❛❝❡✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❧②✐♥❣ ✐♥

❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✉♥❡①♣❧♦r❡❞ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ✭t❤✉s ❤❛✈✐♥❣ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝r♦✇❞✐♥❣

❞✐st❛♥❝❡✮ ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ❧✐❡ ✐♥ ✏❝r♦✇❞❡❞✑ r❡❣✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡

♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ✉♥❡①♣❧♦r❡❞ r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s s♦ t❤❛t ❛ ❜r♦❛❞❡r

s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts✳

❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ t❡♥❞ ♦t❤❡r✇✐s❡

t♦ ❦❡❡♣ ❛❧❧ s✐♠✐❧❛r ♣♦✐♥ts ❢r♦♠ ❛ ♥❛rr♦✇ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡ ✐♥ ❛ ❣❡♥❡r❛✲

t✐♦♥ ❛✈♦✐❞✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s♣❛❝❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②

✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t ♦❢

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞

✉s❡❞ t♦ st♦♣ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠❛①●❡♥ ✈❛❧✉❡✳

✷✼



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

❯s✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ P (gen) ❛s ❛ s❡t ♦❢ ✏♣❛r❡♥ts✑✱ t❤❡ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ Selection st❛rt ❛ ❜✐♥❛r② t♦✉r♥❛♠❡♥t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts

t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ ♠❛t✐♥❣ ♣♦♦❧ Pool(gen)✳ ❚❤❡ t♦✉r♥❛♠❡♥ts✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s

t✇♦ ❛t ❛ t✐♠❡ ❜② t❤❡✐r r❛♥❦ ❛♥❞ t❤❡ ❝r♦✇❞✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❡♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣♦♦❧ r❡❛❝❤

❛ s✐③❡ ❡q✉❛❧ t♦ [pop/2]❀ t❤❡ ♣♦♦❧ ♦❢ ♣❛r❡♥ts ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♥❡✇ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦r

♦✛s♣r✐♥❣s✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r GenOffspring ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡ ❈❤✐❧❞r❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦♦❧ ♦❢

♣❛r❡♥ts ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❜✐♥❛r② ♠✉t❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ❛❞❞✐♥❣ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❣❡♥❡ ❞❡❧❡✲

t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❛r❡♥t str❛✐♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❡♥ts✱ dup ♦✛s♣r✐♥❣s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜②

t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r✱ ❛♥❞ t❤❡② ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ s❡t Q
(gen)
dup ✳ ❆ ♥❡✇ s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ♦♥❧② t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛r❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦❧✲

❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ Q(gen)✳ ❆ dup ♥✉♠❜❡r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❜❡❝❛✉s❡

t❤❡ r❛♥❞♦♠ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠✉t❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ str❛✐♥❀ ✐♥

t❤✐s ✇❛② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ str❛✐♥ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢

t❤❡ up ♣❛r❛♠❡t❡r ❤❛s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤✐s ♥❡❝❡ss✐t② ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ✐t

❤❛s t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥ ❡①❝❡ss✐✈❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ❝♦✉❧❞ s❡♥s✐❜❧② ✐♥❝r❡❛s❡

t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡

♦✛s♣r✐♥❣s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐s t❤❡ ♠♦st t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ▼❖▼❊❀ ❛s

❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ♥❡❝❡ss✐t✐❡s✱ t❤❡ dup ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❛s s❡t ❡q✉❛❧ t♦ ✶✵✳ ❚❤❡

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ Q
(gen)
dup ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✜rst ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❑♥♦❝❦❖✉ts ♦❢

t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥ts ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ uKC❀ ✐❢ ❛♥② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❑♥♦❝❦❖✉ts ❛❜♦✈❡ ✐t✱ ❛ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❑♥♦❝❦❡❞ ■♥ t♦ ♦❜t❛✐♥

❛ str❛✐♥ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r ♦✉r ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❢❛st ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❞♦❡s ♥♦t

r❡q✉✐r❡ ❛ ❝❛❧❧ t♦ t❤❡ ❋❇❆ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✜t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥ts❀ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡

dup ❝❤✐❧❞r❡♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛r❡♥t ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ BestOutOfDup ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ♠♦✈❡❞

t♦ t❤❡ Q(gen) s❡t✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ st❡♣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Best✱ t❤❛t s❡❧❡❝t

t❤❡ ❜❡st pop ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ s❡t ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ P (gen)

❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ s❡t Q(gen) t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ P (gen+1) t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥

t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❲❤❡♥ ❛ maxGen ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡♥❞s r❡t✉r♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❡❛❝❤

st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ t❤❛t ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐q✉❡ s❡t
⋃

gen P
(gen)✳

❆ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❡♥ ❧❛✉♥❝❤❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t ❢r♦♠ t❤❡ s❡t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞

P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✱ ✐✳❡✳ ❛❧❧ t❤❡ ♥♦♥✲❞♦♠✐♥❛t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
⋃

gen P
(gen)✳ ■t ✐s ✐♠✲
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

♣♦rt❛♥t t♦ str❡ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ P❛r❡t♦ ❋r♦♥t✱ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♦♥❧②

❜❡ ❦♥♦✇♥ ❤❛✈✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡

♦❜s❡r✈❡❞ P❛r❡t♦ ❋r♦♥t✱ t❤❛t ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧

r❡❣✐♦♥ ✐s ❝♦✈❡r❡❞✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐ts❡❧❢ ✐s ❛✐♠❡❞ ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts

❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ P❛r❡t♦ ❋r♦♥t✳

✸✳✷✳✷ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❘❡❞✐r❡❝t♦r ❋r❛♠❡✇♦r❦

❚❤❡ ▼❖▼❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦✉❧❞ s✐♠♣❧② ❛❞❛♣t❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❞✐r❡❝t♦r ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♥❡❡❞❡❞ ❛r❡✱ ♦❜✈✐♦✉s❧②✱

✐♥ t❤❡ ✜t♥❡ss ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✐♥ t❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ♦♣❡r❛t♦r✳

❲❤❡r❡❛s ❢♦r t❤❡ ❑♥♦❝❦❖✉t s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ❛s ❛ ❜✐♥❛r② ❛rr❛②

✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ tr✉❡ ✈❛❧✉❡ s✐♠♣❧② r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❣❡♥❡ ❞❡❧❡t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ ✢❛t r❡❞✐r❡❝t♦r t✇♦

❧♦❣✐❝❛❧ ❛rr❛②s ✇❡r❡ ✉s❡❞✱ ♦♥❡ t♦ st♦r❛❣❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦r

t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦♥❡s✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s s✐♠✐❧❛r t♦

t❤❡ ❑❖ ❣❡♥❡ s❡t ♦♥❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ ❜✐♥❛r② ✈❡❝t♦r ✇✐t❤

❞♦✉❜❧❡ ❧❡♥❣t❤ r❡s♣❡❝t ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡ s❡t ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ✐s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ■❢ t❤❡ jt❤

❣❡♥❡ s❡t ❤❛s ❛ ✶ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ❛♥❞ ❛ ✵ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞✱ t❤❡♥ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥

♦❝❝✉rs✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ ❛ ✵ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ❛♥❞

❛ ✶ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣❛rt✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❡q✉❛❧s ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❛ ❣❡♥❡ s❡t✱ t✇♦ ✶ ♦r t✇♦ ✵✱

♥♦t❤✐♥❣ ❤❛♣♣❡♥s t♦ t❤❛t ❣❡♥❡ s❡t✳ ❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡

❣❡♥❡t✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡ s❡t ❑❖ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♠♦♥❣

❛ ❜✐♥❛r② ✈❡❝t♦r✳

❋♦r t❤❡ ✜♥❡ t✉♥✐♥❣ r❡❞✐r❡❝t♦r✱ ✐♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✈❡❝t♦r ✐s ❛❜❛♥❞♦♥❡❞✱ ♣r❡❢❡r✲

r✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ s❛✈✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈❛❧✉❡s ✐♥s✐❞❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡s❡ ♥❡✇

✈❛r✐❛❜❧❡s r❡q✉✐r❡ ❛ ♥❡✇ ❣❡♥❡t✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ✇❤✐❝❤ ♠✉t❛t❡s t❤❡♠ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✲

❛r② ♣r♦❝❡ss✳ ❊✈❡r② t✐♠❡ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ♠✉t❛t❡❞✱ ❛ r❛♥❞♦♠ ❣❡♥❡ s❡t

♥✉♠❜❡r j∗ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ ✐ts ❝♦❡✣❝✐❡♥t yj∗ ❝❤❛♥❣❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ t❤✐s✱ ❛ r❛♥❞♦♠

✷✾



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

st❡♣ s ✐♥ {0,±0.1,±0.2,±0.3} ✐s s❡❧❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✿

yj∗ =











yj∗ + s if |yj∗ + s| ≤ 1, |yj∗ | < 1

1 ∗ sign(yj∗) if |yj∗ + s| > 1, |yj∗ | < 1

sign(yj∗) ∗ (|yj∗ | − |s|) if |yj∗ | = 1

✭✸✳✶✮

❲❡ s♦ ❤❛✈❡ ❛ st❡♣ ❜② st❡♣ ♠✉t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❣r❛❞✉❛❧❧② r❡❞✐r❡❝t t❤❡ ✢✉①❡s✱

❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s❡tt✐♥❣✳

✸✳✷✳✸ ▼❡❞✐✉♠ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ r❡❞✐r❡❝t♦r ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♦✈❡r ❛♥❞ ✉♥❞❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❣❡♥❡s✱ ♦t❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ❜♦✉♥❞s

♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥s t❤❛t s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✉♣t❛❦❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❢r♦♠ t❤❡

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t♦ t❤❡ ❝❡❧❧✳

❚♦ ❛❞❛♣t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✢✉①❡s ❜♦✉♥❞s ❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❛t ❛r❡

❡①♣r❡ss❡❞ ❛s r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ ❛ ❞❡❡♣ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ✇❛s ♥❡❡❞❡❞✳ ■♥ t❤✐s

❝❛s❡✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✢✉① t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧

t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ t❤❡ ❡①❛❝t

✢✉①❡s ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ str❛✐♥✱ ❛♥❞ ■ ✉s❡❞ t❤✐s ✈❛❧✉❡s t♦ ❝♦♥str✉❝t

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ s♦♠❡ ♦❢

t❤❡ ✢✉①❡s✱ s❡❧❡❝t❡❞ ❛❣❛✐♥ ❛t r❛♥❞♦♠✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ✢✉① vj ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❞❡✜♥✐♥❣

❛ q✉❛♥t✐t②

var =

∣

∣

∣

∣

ubj − lbj
10 · ubj

∣

∣

∣

∣

t❤❛t ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡s

vj =

{

vj + var · rand if var = 1

vj + var · (2 · rand− 1) otherwise

✇❤❡r❡ r❛♥❞ ✐s ❛ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ✐♥t❡r✈❛❧ [0, 1]✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤✉s ❝r❡❛t❡❞✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛❧❧s t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✐t ❝♦✉❧❞

♣❡r❢♦r♠s t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ t❤❡ 50% ♦❢

t❤❡ ❝❛s❡s❀ t❤❡ ✜rst ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ♦✛s♣r✐♥❣ ♣♦✐♥t ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡

✸✵



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

♣❛r❡♥t ♣♦✐♥t ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✐♥st❡❛❞ ❛ ❝r♦ss♦✈❡r ♦♣❡r❛t♦r✱ t❤❛t st❛rt✐♥❣

❢r♦♠ t✇♦ ♣❛r❡♥ts p1, p2 ❣❡♥❡r❛t❡ t✇♦ ❝❤✐❧❞r❡♥ c1, c2❀ ✜rst ❛ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞

r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r u ✐♥ [0, 1] ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛ q✉❛♥t✐t② q ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

q =







(2 · u)1/(µ+1) if u < 0.5
(

1
2·(1−u)

)1/(µ+1)

otherwise

✇❤❡r❡ µ ✐s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠✉t❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❤❛s t♦ ❜❡ ♣r♦♣❡r s❡t ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦

t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ r❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ■ s❡t µ = 20✳

❍❛✈✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t② q✱ t❤❡ t✇♦ ❝❤✐❧❞r❡♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❤❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s

c1j = 0.5 · ((1 + q) · p1j + (1− q) · p2j) ∀j

c2j = 0.5 · ((1 + q) · p1j + (1 + q) · p2j) ∀j

❆t ❡✈❡r② st❛❣❡✱ ✐❢ t❤❡ ♥❡✇ ✈❛❧✉❡s ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ♦r ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✱ ❛s

✐♥✐t✐❛❧❧② s❡t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s s❡t ❡q✉❛❧

t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞✳

❊✈❡r② ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❡①♣❧♦r❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♥st✐t✉t❡

t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✢✉① t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡✱ ✐✳❡✳

t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ q✉❛♥t✐t② ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♥✉tr✐❡♥t t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❡♥t❡r t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝

♥❡t✇♦r❦✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛✛❡❝t ❤❡❛✈✐❧② t❤❡

✜t♥❡ss ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❛♥❛❧②③❡ t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡✱ t❤❛t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❦♥♦❝❦♦✉ts

♦r r❡❞✐r❡❝t♦r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❛s ❤❡r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡

s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❜r♦❛❞ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ■ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❤❡ ✢✉①❡s ♦❢

●❧✉❝♦s❡ ❛♥❞ ❖①②❣❡♥✱ t♦ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♥❡✇❧②

❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ♣♦✐♥ts✳ ❋♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ s❡❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽❝✳

✸✳✷✳✹ ❘♦❜✉st♥❡ss ❆♥❛❧②s✐s

❯s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❛❧②s✐s ♦♥

t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✭♠♦❞❡❧ ❜② ❖rt❤ ❡t ❛❧✳ ❬✹✶❪ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧ ❜② ❋❡✐st ❡t ❛❧✳ ❬✹✷❪✮ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

✸✶



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

❚❤❡ y str✐♥❣s ✉s❡❞ ❛r❡ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❛♥❞ ❜✐♦♠❛ss ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡s ✸✳✷ ❛♥❞ ✸✳✸✮✳ ❚❤❡ ✐♥♣✉ts ❛r❡ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞

vUj ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ vLj ✱ j = 1, . . . , n ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ✢✉①❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

❢♦r ❡❛❝❤ str❛✐♥✱ t❤❡ ✢✉①❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❦♥♦❝❦❡❞ ♦✉t ❣❡♥❡ s❡ts✱ ❛r❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞

❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ str✐♥❣ y✱ ♦♥❧② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✢✉①❡s ❛r❡ ♥♦♥③❡r♦✱

s♦ t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ✐♥♣✉ts t♦ ♣❡rt✉r❜ t❤❡ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡s❡ ✢✉①❡s✳

❈❧✉st❡r✐♥❣

❙♦❧✉t✐♦♥s ✇❤❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡ ❛♥❞

❜✐♦♠❛ss ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡♥❞ t♦ ❢♦r♠ ❝❧✉st❡rs✳ ❚❤❡s❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ③♦♥❡s ♦❢

t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

P❡r❢♦r♠✐♥❣ ❝❧✉st❡r✐♥❣ ♦♥ s✉❝❤ s♦❧✉t✐♦♥s ❛❧❧♦✇s t♦ st✉❞② t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡

str❛✐♥s t❤❛t ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❝❧✉st❡r ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❢② s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈✲

❡r❛❧ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t ❞❡♥s✐t②✲❜❛s❡❞ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s❡❡♠s

t♦ ❜❡ t❤❡ ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ ❝❡♥tr♦✐❞✲❜❛s❡❞ ♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s k✲♠❡❛♥s

❛♥❞ ❊①♣❡❝t❛t✐♦♥ ▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ❝❧✉st❡rs ❣❡♥❡r❛❧❧② t❡♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ✐rr❡❣✉❧❛r

s❤❛♣❡s✳

❇r✐❡✢②✱ ❉❇❙❈❆◆ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡s t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♣♦✐♥ts✿ ❝♦r❡✱ ❜♦r❞❡r

❛♥❞ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❈♦r❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ t❤♦s❡ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❛t ❧❡❛st k ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ ❛ ❞✐st❛♥❝❡

epsilon✱ s✉❝❤ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦r❡ ♣♦✐♥t✳ ❛ ♣♦✐♥t t❤❛t ✐s ♥♦t

❛ ❝♦r❡ ♣♦✐♥t ✐s ❛ ❜♦r❞❡r ♣♦✐♥t ✐❢ ✐ts ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ❛ ❝♦r❡ ♣♦✐♥t ✐s ❧❡ss t❤❛♥ ♦r ❡q✉❛❧

t♦ ǫ❀ t❤♦s❡ ♣♦✐♥ts t❤❛t ❞♦ ♥♦t s❛t✐s❢② t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❆ ❝❧✉st❡r ✐s

❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ✐♥t❡r❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝♦r❡ ♣♦✐♥ts ✭❢♦r♠✐♥❣ ♣❛t❤s ♦❢ ❞✐r❡❝t❧② r❡❛❝❤❛❜❧❡

❝♦r❡ ♣♦✐♥ts✮ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦r❞❡r ♣♦✐♥ts t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡♠✳

■❢ ♥♦t ♦t❤❡r✇✐s❡ s♣❡❝✐✜❡❞✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡t ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿ k❂✹ ❛♥❞ ǫ = 0.06 ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❛s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❝❧✉st❡r❡❞✳

✸✳✸ ❊t❤❛♥♦❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥

❆s ❛ ✜rst ❝❛s❡ st✉❞② ♦❢ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❖▼❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ■ ♣r❡s❡♥t

❤❡r❡ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✐♠❡❞ ❛t t❤❡ str❛✐♥s ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❢♦r t❤❡

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❬✸✸❪✳ ❚❤❡ ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ❜✐♦❢✉❡❧s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❝♦❧♦❣✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s ❛♥❞ ✐t

❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r str❛✐♥s ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣❀ ✐♥ t❤❡ ❯❙ t❤❡r❡ ✇❛s ❛♥

✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡t❤❛♥♦❧ ❜✐♦❢✉❡❧ ❢r♦♠ ✷✵✶✺ t♦ ✷✵✶✻ ❜② ❤❛❧❢ ❛ ♠✐❧❧✐♦♥ ♦❢ ❣❛❧✲

❧♦♥s✱ t♦ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✶✺ ❜✐❧❧✐♦♥s❀ ❢✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❡t❤❛♥♦❧ ✐s t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ ♠♦r❡ ♦❢ t❤❡ 90%

♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❜✐♦❢✉❡❧s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❬✹✸✱ ✹✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r ❝✉rr❡♥t ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

❛r❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ♠❡❡t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ❜✐♦✲❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦

t❤❡✐r ❧♦✇ ②✐❡❧❞ ♦♥ ❢❡❡❞st♦❝❦ ✇❤♦s❡ ♣r✐♠❛r② ✈❛❧✉❡ ✐s ♦❢ ❢♦♦❞ ❛♥❞ ❢❡❡❞ ❬✹✺❪✳ ●❡♥❡t✐✲

❝❛❧❧② ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ ♠✐❝r♦♦r❣❛♥✐s♠s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❛♥❞ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡♠❛♥❞ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t ✐♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② r❡❣❛r❞✐♥❣

t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢❡❡❞st♦❝❦s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❬✹✻❪✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥❞✉str✐❛❧ ✇❛st❡✱

t❤❛t ❝♦✉❧❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛t t❤❡

s❛♠❡ t✐♠❡ ❛ ❤✉❣❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❧✉t✐♥❣ ❢♦ss✐❧ ❢✉❡❧s

✇✐t❤ ♥❡✇ ❜✐♦❢✉❡❧s ❛♥❞ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ t❤❡ ❜✐♦♠❛ss ✇❛st❡ ❞✐s♣♦s❛❧✱ t❤❛t

❝♦✉❧❞ ✐♥st❡❛❞ ❜❡ ♣r♦✜❝✐❡♥t❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♥❡✇ ❝❡❧❧ ❢❛❝t♦r✐❡s ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❤❛✐♥s✳

❚❤❡ ▼❖▼❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ s❡ts ♦❢ str❛✐♥s ♦✈❡r♣r♦❞✉❝✐♥❣

❡t❤❛♥♦❧✱ ✐❢ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❛r❡ ❛♥❛❧②s❡❞ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ♦✈❡r♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❡t❤❛♥♦❧

✐♥ s❡✈❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❣❛♥✐s♠s✱ ❛s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s

♦❢ t❤❡✐r ♠❡t❛❜♦❧✐s♠✳ ❋✐rst✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❣❡♥❡ ❑❖ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ❡①t❡♥s✐✈❡

❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ s❡✈❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts

♦❢ ✉s✐♥❣ ❣❡♥❡t✐❝ ❑❖ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❡♥③②♠❡s ✉♣✴❞♦✇♥ r❡❣✉❧❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣

t❤❡ ❘❡❞✐r❡❝t♦r ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❛s❡ ♦❢ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ r✉♥ ❛ s❡t ♦❢ ❢✉rt❤❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡s ❛♥❞ ♦t❤❡rs ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡

❛♥❞ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ s✐♠✉❧❛t❡❞ r✐❝❤ ♠❡❞✐❛ ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞✱ t♦ ❜❡tt❡r s✐♠✉❧❛t❡ ❛ r❡❛❧✐st✐❝

s❝❡♥❛r✐♦✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡❞✐✉♠ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥❝r❡❛s❡

✐♥ t❤❡ ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s +195.24% ✳

✸✳✸✳✶ ●❡♥❡ ❑❖ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❊t❤❛♥♦❧ Pr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡t❤❛♥♦❧ ✐♥ ❊s❝❤❡r✐❝❤✐❛

❝♦❧✐ ❦✶✷ ♠❣✶✻✺✺ ❋❇❆ ♠♦❞❡❧ ✐❏❖✶✸✻✻ ❬✹✶❪✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ■ t❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡ ❊✳ ❝♦❧✐

r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ♦t❤❡r ✻ ♦t❤❡r ♦r❣❛♥✐s♠s❀ t❤❛t ❛r❡✿
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

✭✐✮ ❙t❛♣❤②❧♦❝♦❝❝✉s ❛✉r❡✉s s✉❜s♣✳ ❛✉r❡✉s ◆✸✶✺ ✕ ❙✳ ❛✉r❡✉s ✭♠♦❞❡❧ ✉s❡❞✿ ✐❙❇✻✶✾

❬✹✼✱ ✹✽❪✱ ✻✺✺ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s✱ ✼✹✸ r❡❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✻✶✾ ❣❡♥❡s✮❀

✭✐✐✮ ❙❛❧♠♦♥❡❧❧❛ ❡♥t❡r✐❝❛ s✉❜s♣✳ ❡♥t❡r✐❝❛ s❡r♦✈❛r ❚②♣❤✐♠✉r✐✉♠ str✳ ▲❚✷ ✕ ❙✳

❡♥t❡r✐❝❛ ✭❙❚▼❴✈✶❴✵ ❬✹✼✱ ✹✾❪✱ ✶✽✵✷ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ✱ ✷✺✹✺ r❡❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ✶✷✼✶

❣❡♥❡s✮❀

✭✐✐✐✮ ❨❡rs✐♥✐❛ ♣❡st✐s ❈❖✾✷ ✕ ❨✳ ♣❡st✐s ✭✐P❈✽✶✺ ❬✹✼✱ ✺✵❪✱ ✶✺✺✷ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s✱ ✶✾✻✶

r❡❛❝t✐♦♥s✱ ✽✶✺ ❣❡♥❡s✮❀

✭✐✈✮ ❙❛❝❝❤❛r♦♠②❝❡s ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ❙✷✽✽❈ ✕ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✭❨❡❛st ✼✳✻ ❬✺✶❪✱ ✷✸✵✷ r❡❛❝✲

t✐♦♥s✱ ✾✵✾ ❣❡♥❡s✮❀

✭✈✮ ❈❤❧❛♠②❞♦♠♦♥❛s r❡✐♥❤❛r❞t✐✐ ✕ ❈✳ r❡✐♥❤❛r❞t✐✐ ✭✐❘❈✶✵✽✵ ❬✹✼✱ ✺✷❪✱ ✶✼✵✻ ♠❡t❛❜♦✲

❧✐t❡s✱ ✷✶✾✶ r❡❛❝t✐♦♥s✱ ✶✵✽✻ ❣❡♥❡s✮❀

✭✈✐✮ ❨❛rr♦✇✐❛ ❧✐♣♦❧②t✐❝❛ ✕ ❨✳ ❧✐♣♦❧②t✐❝❛ ✭✐❨▲✻✶✾ ❬✹✼✱ ✺✸❪✱ ✽✹✸ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s✱ ✶✱✶✹✷

r❡❛❝t✐♦♥s✱ ✻✶✾ ❣❡♥❡s✮✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦❞♦♠❛✐♥ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥

❡①♣❧♦r❡❞ ❜② ▼❖▼❊ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❡❞ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t ❢♦r t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ♦♣✲

t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✸✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ✶✵ ❜❡st tr❛❞❡✲♦✛s ❢♦✉♥❞ ✭❛s ❢♦r ✈❛❧✉❡s ❝❧♦s❡r t♦

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✮✳ ❍✐❣❤❡st ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ ❢♦r ❡t❤❛♥♦❧ ❢♦✉♥❞ ✐s

19.74 mmol gDW−1 h−1 ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ +832.88% ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇✐❧❞✲

t②♣❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛ str❛✐♥ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡ ❜✐♦♠❛ss ❛t ❛ r❛t❡ ♦❢ ❢

0.02 h−1 ✭✐✳❡✳ 98.06% r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❜✐♦♠❛ss✮✱ ❛♥❞ t❤❛t ❤❛s ❛

❦♥♦❝❦✲♦✉t ❝♦st ♦❢ ✷✶✳ ❙♣❡❝✐✜❝ ❦♥♦❝❦✲♦✉ts ❢♦r t❤✐s str❛✐♥ ❛r❡✿ ❢r♠❆✱ ✭❢❛❞❇ ♦r ②❢❝❳✮✱

✜❡❋✱ ✉①✉❇✱ ✭♥✉♦◆ ❛♥❞ ♥✉♦▼ ❛♥❞ ♥✉♦▲ ❛♥❞ ♥✉♦❑ ❛♥❞ ♥✉♦❏ ❛♥❞ ♥✉♦■ ❛♥❞ ♥✉♦❍

❛♥❞ ♥✉♦● ❛♥❞ ♥✉♦❋ ❛♥❞ ♥✉♦❊ ❛♥❞ ♥✉♦❈ ❛♥❞ ♥✉♦❇ ❛♥❞ ♥✉♦❆✮✱ ✭✭♣✢❆ ❛♥❞ ♣✢❇✮

♦r ✭♣✢❆ ❛♥❞ t❞❝❊✮ ♦r ✭♣✢❉ ❛♥❞ ♣✢❈✮ ♦r ✭✭♣✢❆ ❛♥❞ ♣✢❇✮ ❛♥❞ ②✜❉✮✮✱ ♣♣❦✱ r❢❛❙✱

t♣✐❆✱ ❛✈t❆✳ ❚❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ✐♥❞❡❡❞ ❛♥ ❡①tr❡♠❡ ♣❤❡♥♦t②♣❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞

❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ♣❤❛s❡✱ t❤❛t ❛s ♥♦t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❜② t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝❧♦s❡ t♦ ❛ ♥✉❧❧ ✈❛❧✉❡✳ ❉✉❡ t♦

t❤✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♣❤❡♥♦t②♣❡✱ t❤✐s str❛✐♥ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✐♥✈✐❛❜❧❡ ✐❢ r❡♣r♦❞✉❝❡❞✱

♦r ❤❛✈❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇❤❛ts♦❡✈❡r✳
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

❋✐❣✉r❡ ❆✳✸ s✉♠♠❛r✐③❡s ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦♥♦❝❦✲♦✉t ❝♦st

✐♥ str❛✐♥s ❡①♣❧♦r❡❞ ❜② ▼❖▼❊✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ str❛✐♥s t❤❛t ❛r❡ ✐♥ ❦♥❡❡s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t str❛✐♥s ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❦♥♦❝❦✲♦✉t ❝♦st ❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ str❛✐♥ t❤❛t t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s r❡✈❡❛❧ ✐s t❤❡ str❛✐♥ ❤❛✈✐♥❣

❛ ❦♥♦❝❦✲♦✉t ❝♦st ♦❢ ✻✳ ❚❤✐s ♣r♦❞✉❝❡s ❡t❤❛♥♦❧ ❛t ❛ r❛t❡ ♦❢ 18.52 mmol gDW−1 h−1

✭+775.22%✮ ❛♥❞ ❤❛s ❜✐♦♠❛ss ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ 0.10 h−1 ✭−90.32%✮✳ ❆♥♦t❤❡r s✐♥❣❧❡

❣❡♥❡ ❦♥♦❝❦✲♦✉t str❛✐♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② 16.49 mmol gDW−1 h−1 ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦✲

❞✉❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ +679.29% ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇✐❧❞ t②♣❡✱ ❛♥❞ ❛ ❜✐♦♠❛ss

❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ 0.23 h−1 ✭−77.45%✮✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ t❛r❣❡t ❦♥♦❝❦❡❞✲♦✉t ✐♥ t❤✐s str❛✐♥ ✐s✿
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✐♦♠❛ss ❢♦r♠❛t✐♦♥
✐♥ ❊✳ ❝♦❧✐✱ ❛♥❛❡r♦❜✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❣❧✉❝♦s❡ ✉♣t❛❦❡ r❛t❡ 10 mmol gDW−1 h−1✳ P❛r❡t♦
❢r♦♥t ✭✐♥ r❡❞✮ ❛♥❞ ❢❡❛s✐❜❧❡ str❛✐♥ ✭✐♥ ❜❧❛❝❦✮✳

✭t❤❛t ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❜✐♦♠❛ss ❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹❛ ♣❧♦ts

t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ❡①♣❧♦r❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ♠♦❞❡❧✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❜♦t❤ ❈✳ r❡✐♥❤❛r❞t✐✐ ❛♥❞ ❙✳ ❡♥t❡r✐❝❛ ❞♦ ♥♦t ❞❡♠♦♥str❛t❡

❣♦♦❞ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐♦♠❛ss ❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧❀ ❢♦r ♦♥❧② s♠❛❧❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥

❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❝♦♥s✐st❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡s ✐♥ t❤❡ ♦r❣❛♥✐s♠ ❜✐♦♠❛ss✳

✸✳✸✳✷ ❊♥③②♠❡ ❘❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡

❯s✐♥❣ t❤❡ ▼❖▼❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ s②♥❡r❣② ✇✐t❤ t❤❡ r❡❞✐r❡❝t♦r ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞

❜❡❢♦r❡✱ ❛❧❧♦✇ ♠❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s✉❧ts✱ t②♣✐❝❛❧❧② st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡

str❛✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡ s❡t t❤❛t ❛✛❡❝t t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥

✸✻



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

❙tr❛✐♥ ❊t❤❛♥♦❧ ✭mmol gDW−1 h−1✮ ❇✐♦♠❛ss ✭h−1✮ ❑♥♦❝❦✲♦✉t ❝♦st
❲✐❧❞ ❚②♣❡ ✷✳✶✶✻✵✸ ✶✳✵✸✸✹ ✵

❙✶ ✶✻✳✹✾✶✽✾✷ ✵✳✷✸✸✶ ✶
❙✷ ✶✽✳✶✶✻ ✼✽✺ ✵✳✶✸✵✽✷ ✺
❙✸ ✶✽✳✼✾✽✽✼✺ ✵✳✵✼✾✽✶ ✻
❙✹ ✶✾✳✼✷✹✼✽ ✵✳✵✷✵✵✻✽ ✻
❙✺ ✶✾✳✼✷✹✼✽✷ ✵✳✵✷✵✵✻✽ ✼
❙✻ ✶✽✳✾✹✾✵✺✻ ✵✳✵✻✾✽✸✶ ✽
❙✼ ✶✾✳✼✹✶✸✶✹ ✵✳✵✶✽✽✻✷ ✾
❙✽ ✶✾✳✼✷✹✼✽✵ ✵✳✵✷✵✻✽ ✶✸
❙✾ ✶✾✳✼✹✶✸✶✹ ✵✳✵✶✽✽✻✷ ✶✹
❙✶✵ ✶✾✳✼✷✹✼✽✷ ✵✳✵✷✵✵✻✽ ✶✺

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ❇✐♦♠❛ss ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❊✳ ❝♦❧✐✳

t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦✱ ❛s ■ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❢♦r❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹❜ s❤♦✇s t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ str❛✐♥s

❛♥❞ t❤❡ P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡s ❢♦✉♥❞ ❜② ▼❖▼❊ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s✲

s♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡t❤❛♥♦❧ ♦✈❡r♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✉s✐♥❣ ❡♥③②♠❡ ✉♣✴❞♦✇♥ r❡❣✉✲

❧❛t✐♦♥✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❜✐♦♠❛ss ❛♥❞ ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧ str❛✐♥s✱ ❛♥❞ t❤❛t ❢❡❛s✐❜❧❡ str❛✐♥s ❢♦✉♥❞ ❜② ▼❖▼❊

❛❧♠♦st ✉♥✐❢♦r♠❧② s♣❛♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❢r♦♠ ♠❛①✐♠❛❧ ❜✐♦♠❛ss ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭≈ 0.28 [h−1]✮

t♦ ♥✉❧❧ ❜✐♦♠❛ss ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ ❞✐s❝♦✈❡r✐♥❣ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛❞❡✲♦✛s ❙✳

❝❡r❡✈✐s✐❛❡ str❛✐♥s✳ ❚❤❡s❡ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ r❡s✉❧ts ♦✈❡r t❤❡ ♣❤❡♥♦t②♣✐❝ s♣❛❝❡ s❤♦✇ t❤❛t

t❤❡ ❡♥③②♠❡s r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ t❤❛♥ t❤❡ ✧❜✐♥❛r②✧ ❑❖

♦♥❡✳

❖r❣❛♥✐s♠ ▼♦❞❡❧ ●❡♥❡s ❊ss❡♥t✐❛❧ ●❡♥❡s ❙②♥t❤❡t✐❝ ❉♦✉❜❧❡ ❉❡❧❡t✐♦♥s
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E.coli (iJO1366)

E.coli (iCA1273)

S.aureus

S.enterica

Y.Pestis

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ◆♦r♠❛❧✐③❡❞ P❛r❡t♦ ❋r♦♥ts ♦❢ ♠♦❞❡❧s ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❢♦r ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✐♦♠❛ss ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s Pr♦❦❛r②♦t✐❝ ♦r❣❛♥✐s♠s✳

✸✳✸✳✸ ❊t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❊ss❡♥t✐❛❧ ●❡♥❡s ✐♥ ❊✳ ❝♦❧✐

❛♥❞ ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡✳

■ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ s♦ ❢❛r t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤♦✉t s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥str❛✐♥ts❀

t❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥ ✉t♦♣✐❛♥ ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✐ss✉❡s

♦❢ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ str❛✐♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐✣✲

❝✉❧t❧② ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ♣❧❛✉s✐❜✐❧✐t② ❢✉rt❤❡r s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡

♣❡r❢♦r♠❡❞✱ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❊t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❊s✲

s❡♥t✐❛❧ ●❡♥❡s ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♦r❣❛♥✐s♠s✳ ■ ✉s❡❞ t❤❡ ❨❡❛st ✼✳✻ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡

❛♥❞ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❊✳ ❝♦❧✐✱ t❤❡ ✐❏❖✶✸✻✻ ❛♥❞ t❤❡ ✐❩❴✶✸✵✽ ❬✹✼✱ ✺✻❪✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ♠♦❞✲

❡❧❧✐♥❣ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ❖✶✺✼✿❍✼ str❛✐♥ ❊❉▲✾✸✸✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ✐❈❆✶✷✼✸✱ t❤❡ r❡s✉❧ts
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❍❡♥❝❡ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ♥❡✇ t❛s❦✱ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣

s♦♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ❣❡♥❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ❦♥♦❝❦❡❞ ♦✉t

❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ◆❛♠❡❧②✱ ■ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡s ❛♥❞ t❤❡

❧❡t❤❛❧ ❣❡♥❡ ♣❛✐rs ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❣❛♥✐s♠✱ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❛t❛❜❛s❡s✳ ❚❤❡ ❧✐st

♦❢ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡s ♦❢ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ✇❛s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❝♦❧✐❲✐❦✐ ❬✺✼❪✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡

❧✐st ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡❧❡t✐♦♥s ❢♦r ✐❏❖✶✸✻✻ ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✺✽❪ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❢♦r

✐❩❴✶✸✵✽ ❢r♦♠ ❬✺✾❪❀ t❤❡ ❣❡♥❡s ❧✐sts ❢♦r t❤❡ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ♠♦❞❡❧ ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✻✵❪

✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ❢♦r ❛ s✉♠♠❛r②✮✳ ❚❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡s✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❣❡♥❡s ✇❤♦s❡
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Feasible Strains 
Pareto Front
Wild Type

✭❜✮ ●❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❘❡❞✐r❡❝t♦r ▼✉❧t✐✲
❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐▼▼✾✵✹

♠♦❞❡❧✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✐♦♠❛ss ❢♦r♠❛t✐♦♥
❢♦r ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡✳

❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ ✐✳❡✳ t❤❡② ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ t✉r♥❡❞ ♦✛ ❜②▼❖▼❊✳ ❆ s✐♠✐❧❛r

❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡❧❡t✐♦♥s✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❣❡♥❡s

❞❡❧❡t✐♦♥s t❤❛t✱ ✐❢ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ♠❛❦❡ t❤❡ str❛✐♥ ♥♦♥✲✈✐❛❜❧❡✱ ❜✉t ❛

s✐♥❣❧❡ ❞❡❧❡t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞♦❡s ♥♦t✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❦♥♦❝❦♦✉t ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡

❣❡♥❡s ♦❢ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ✐s st✐❧❧ ❛❧❧♦✇❡❞ ✭✐❢ ♥♦t ❡ss❡♥t✐❛❧✮✱ t❤❡ ❦♥♦❝❦♦✉ts ♦❢ ❜♦t❤ ❛r❡ ♥♦t❀

❛ ❝❤❡❝❦ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦ss✐❜❧❡ ❣❡♥❡s t♦ ❜❡ ❦♥♦❝❦❡❞ ♦✉t ✐s r✉♥ ✐♥ ❡✈❡r② st❡♣ ♦❢ t❤❡

♠✉t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡s ❛❧✇❛②s r❡❢❡r t♦ s✐♥❣❧❡ ❣❡♥❡s✱ ✐♥ t❤❡s❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ■ ❝♦♥s✐❞✲

❡r❡❞ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❣❡♥❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ str❛✐♥

❛♥❞ t❤❡ ❧✐sts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ✐♥❞❡❡❞ r❡❛❧❧② s✐♠♣❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡ s❡ts✱ ♦♥ ✇❤✐❝❤

t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞✱ ❜❛❝❦ ❛❣❛✐♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ❜✐♥❛r② ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡

s✐♥❣❧❡ ❣❡♥❡s ♦❢ ❛ str❛✐♥✱ ❜② ❥✉st ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❜♦♦❧❡❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❣❡♥❡

s❡ts✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s✱ ❛ str✐❝t ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❜✐♦♠❛ss ✈❛❧✉❡s ✐s ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳

❘❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ❲✐❧❞ ❚②♣❡ ✈❛❧✉❡✱ ❛❧❧ t❤❡ str❛✐♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛

✹✵
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●

●

Feasible Strains 
Pareto Front
Wild Type

✭❞✮ ●❡♥❡ ❑♥♦❝❦✲❖✉t ▼✉❧t✐✲❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❖♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❨❡❛st✼✳✻ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❙❉
♠❡❞✐✉♠✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ●❡♥❡ ❑♥♦❝❦✲❖✉t ❈♦♥str❛✐♥❡❞ ▼✉❧t✐✲❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❖♣t✐✲
♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❜✐♦♠❛ss r❡❞✉❝t✐♦♥ ♥♦t ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ 10%✳ ❙♦✱ ✐❢ ❛ ♥❡✇ s❡❧❡❝t❡❞ ❞❡❧❡t✐♦♥ ❧❡❛❞s

t❤❡ str❛✐♥ t♦ ❛ ❧♦✇❡r ❜✐♦♠❛ss✱ t❤❛t ❣❡♥❡ ✐s r❡st♦r❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r

✹✶



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

s❡❧❡❝ts ❛ ♥❡✇ ❣❡♥❡ t♦ ❜❡ ❞❡❧❡t❡❞❀ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ❛ str❛✐♥ ✇✐t❤

❛ ♥❡✇ ❦♥♦❝❦♦✉t✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❜✐♦♠❛ss ✈❛❧✉❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞✱ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ♦r ✉♥t✐❧ ❛

♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛tt❡♠♣ts ✭✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✶✵ tr✐❛❧s✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡✳ ❚❤✐s ♥❡✇

❝♦♥str❛✐♥t ❛❧s♦ ❧❡ts t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♠♦r❡ ❞❡❡♣❧② ❡①♣❧♦r❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡✱

✇❤✐❧❡ ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❞✐s❝❛r❞ t❤❡ str❛✐♥s ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ ❣r♦✇t❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r t❤❡s❡ ♥❡✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡①❝❤❛♥❣❡

r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r♦♣❡r❧② s❡t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ✐♥ ❛ r✐❝❤

♠❡❞✐✉♠✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ▲❇ ♠❡❞✐✉♠❬✺✾❪ ❢♦r t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❙❉

♠❡❞✐✉♠❬✻✶❪ ❢♦r t❤❡ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛♥❛❡r♦❜✐❝

♠❡❞✐✉♠ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ t❡sts ✇❛s ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❚❤❡s❡ ♥❡✇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳ ■t ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❤♦✇

❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ s❡tt✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞❡❧ ✭✐❏❖✶✸✻✻✱ r❡❢✳ t♦ ❋✐❣✉r❡s

✸✳✺❛✱ ✸✳✺❜✮ t❤❡ ♣❤❡♥♦t②♣✐❝ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❛♥❞ ❜✐♦♠❛ss ✈❛❧✉❡✳ ◆❛♠❡❧② ✐♥ t❤❡ r✐❝❤ ♠❡❞✐✉♠ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢

❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✱ ✷✺✳✵✼✺✼ mmol gDW−1h−1 ❛❣❛✐♥st ✷✳✶✶✻

mmol gDW−1h−1 ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❡r♦❜✐❝ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜✐♦♠❛ss ✈❛❧✉❡ ♦❢

✸✳✻✾✷✶ h−1 ❛❣❛✐♥st ✶✳✵✸✸✹ h−1✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ r✐❝❤ ♠❡❞✐✉♠

❤❛✈❡ ❛ s❡♥s✐❜❧② ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥✉tr✐❡♥ts ♦✈❡r❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦

❝♦✉❧❞ ❞r❛✇ ❢r♦♠✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss❡s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✱

❛s ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ tr❡♥❞s ♦❢ t❤❡ P❛r❡t♦ ❋r♦♥ts ❢♦✉♥❞✱ ❡✈❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡

s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡s❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❤✐❣❤❧✐❣❤t ♦♥❝❡ ♠♦r❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

❡①t❡r♥❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t s❡tt✐♥❣s ❢♦r t❤❡ ✐♥ s✐❧✐❝♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❋✐♥❛❧❧② ■ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ P❛r❡t♦ ❋r♦♥t ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥

t❤❡♠ ❛ ♣♦st ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❦❡❡♣ ♦♥❧② t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❣❡♥❡s ❑❖s✳ ❙t❛rt✐♥❣

❢r♦♠ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ str❛✐♥✱ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② s❡❧❡❝t ♦♥❡ ❣❡♥❡ ❦♥♦❝❦❡❞ ♦✉t ✐♥ ✐t

❛♥❞ r❡st♦r❡s ✐t ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ♥❡✇ str❛✐♥✳ ■❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❜✐♦♠❛ss ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡t❤❛♥♦❧

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ str❛✐♥s ✇❡r❡ ❧❡ss t❤❛♥ ❛ t♦❧❡r❛♥❝❡ t❤r❡s❤♦❧❞✱

t❤❛t ✐s s❡t ❛t 10−5✱ t❤❡ ❣❡♥❡ ❞❡❧❡t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✉♣❡r✢✉♦✉s✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡

❣❡♥❡ ✐s ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② r❡✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ str❛✐♥❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s ❦❡♣t ❦♥♦❝❦❡❞ ♦✉t✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❡♥❞s ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❦♥♦❝❦❡❞ ♦✉t ❣❡♥❡s ♦❢ t❤❡ str❛✐♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❡st❡❞✳

■♥ t❤❡ ❡♥❞✱ t❤❡r❡ ✐s t❤❡♥ ❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ✜❧t❡r❡❞ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ♦♣t✐♠✐③❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s✱

✇✐t❤ ❛ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❧❡t✐♦♥s ✭t❤❛t ♥❡✈❡r ✐♥✈♦❧✈❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡s ♦r s②♥t❤❡t✐❝
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

❞♦✉❜❧❡ ❞❡❧❡t✐♦♥s✮✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐♦♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❡♥s✉r✐♥❣

t❤❛t ✇❡❧❧ ❜❡❤❛✈✐♥❣ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♣❛t❤✇❛②s ❛r❡ st✐❧❧ s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❙♦♠❡ ♦❢

t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ❆✳✷❀ t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ str❛✐♥s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡

❛s t❤❡ ♦♥❡s ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ str❛✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❦♥♦❝❦♦✉ts✳ ❯s✉❛❧❧② t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❧❡t✐♦♥s ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞

❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❤✐❣❤❡r ♠❡t❛❜♦❧✐t❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✉♥t✐❧

❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ✐s r❡❛❝❤❡❞ ✭❝❢✳ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ♠❛♥② ♦t❤❡r

s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❧❡t✐♦♥s✱ ❜✉t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥

❢♦✉♥❞ ✭❛❧✇❛②s ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛s ❙✶✵ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡s✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❧❡ss t❤❛♥ ✶✵

❦♥♦❝❦♦✉ts✳ ■t ✐s ♥♦t❛❜❧❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡❛❝❤ ❛ ❣r❡❛t❡r ♠❛①✐♠✉♠

❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ t❤❛♥ t❤❡ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❡

s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❛♥❛❡r♦❜✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ ❡t❤❛♥♦❧

✉s✐♥❣ t❤❡ ✐❏❖✶✸✻✻ ♠♦❞❡❧ ✐s ✻✳✷✹✼✸ mmol gDW−1h−1 ✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡

♦❢ ✰✶✾✺✳✷✹✪✳ ■t ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛ ❢❛r ❧♦✇❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ✐❢ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ✐♥ t❤❡ ▲❇ ♠❡❞✐✉♠ t❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ✽✷✳✷✺✽✷ mmol gDW−1h−1✱ ✇✐t❤ ❛ ✰✷✷✽✳✵✹✪

✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✱ ✇❤❡r❡❛s ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐❩❴✶✸✵✽ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ✰✷✻✽✳✻✽✪✱ ✇✐t❤

❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡ ❡q✉❛❧s t♦ ✽✵✳✼✽✽✸ mmol gDW−1h−1. ■♥ t❤❡ ❨❡❛st ✼✳✻✱

❝♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐s ✰✽✳✷✹✪ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ r❛t❡

✐s ✸✵✳✶✷✺✽ mmol gDW−1h−1✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡s❡ str❛✐♥s ♦❢ t❤❡ ❊✳ ❝♦❧✐ ♠♦❞❡❧s

❤❛✈❡ ❛ ❜✐♦♠❛ss r❡❞✉❝❡❞ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✵✪✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❛❜❧❡

r❡❞✉❝t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ✇❡r❡ ✉s❡❞✱ t❤❡ str❛✐♥ ♦❢ ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ r❡❞✉❝❡s

t❤❡ ❜✐♦♠❛ss ♦❢ ✻✳✻✾✪✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛❞❡✲♦✛ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥

♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ s♣❛❝❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ✶✵✪ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ❜✐♦♠❛ss r❡❞✉❝t✐♦♥✳
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❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

✸✳✹ ▲❛❝t❛t❡ Pr♦❞✉❝t✐♦♥

❆❢t❡r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ st✉❞② ♦❢ ❡t❤❛♥♦❧✱ ■ s✇✐t❝❤❡❞ ♠② ❢♦❝✉s ♦♥ ❛♥♦t❤❡r ❝❤❡♠✲

✐❝❛❧ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st✱ t❤❡ ❧❛❝t✐❝ ❛❝✐❞ ♦r ❧❛❝t❛t❡✳ ❋♦r t❤✐s st✉❞② ■ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥

t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠ ♦❢ ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ▲❛❝t❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦

t❤❡ r❡q✉❡st ❢♦r s✉❜st✐t✉t❡s ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✐♥ ♣❧❛st✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❛t ❤❛s r❛♣✐❞❧② ❜❡✲

❝♦♠❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐♥❡♥t ✐ss✉❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡r♥ ✐♥❞✉str✐❛❧ r❡s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡

♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✉s❡ ▲❛❝t❛t❡ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♦❢ ♣♦❧②❧❛❝t✐❝ ❛❝✐❞✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥

❜✐♦♣❧❛st✐❝✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ❢♦r ❛ s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ✇❛② ♦❢

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ▲❛❝t❛t❡✳ ❚❤❡ r❛♣✐❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♣❧❛st✐❝ ♣♦❧❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♠✐♥❡♥t

s❤♦rt❛❣❡ ♦❢ ♣❡tr♦❧❡✉♠ r❡s♦✉r❝❡s ❤❛s ❞r❛st✐❝❛❧❧② ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ t❤❡ ❡✛♦rt ♦♥ ✜♥❞✐♥❣

❣r❡❡♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s t♦ ♣❡tr♦❧❡✉♠✲❞❡r✐✈❡❞ ♣❧❛st✐❝✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢

❛ ❧❛❝t❛t❡✲♣♦❧②♠❡r✐③✐♥❣ ❡♥③②♠❡ ❤❛❞ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝r♦❜✐❛❧ ♣❧❛st✐❝

❢❛❝t♦r✐❡s ❢♦r t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❧❛❝t❛t❡✲❜❛s❡❞ ♣♦❧②❡st❡rs ❬✻✷❪✱ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛

s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ♣❧❛st✐❝ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳

❚❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✲s✐❧✐❝♦ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ t❤❡♥ ❛❣❛✐♥ ❛ t♦♦❧ t❤❛t

❝♦✉❧❞ ♣❧❛② ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ str❛✐♥s ❛✐♠❡❞ ❛t ♦❜t❛✐♥✐♥❣

♦♣t✐♠❛❧ ▲❛❝t❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧s✳ ■ t❤❡♥ ✉s❡❞ t❤❡ ▼❖▼❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡

t❤❡ ❧❛❝t❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻❛✳ ■t ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❡✈✐❞❡♥t ❢r♦♠ t❤✐s ♣❧♦t ❤♦✇ t❤❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛r❡

✐♥ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ ❛♥ ♦❜✲

s❡r✈❡❞ P❛r❡t♦ ❋r♦♥t ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦

♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ❚❤❡ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❡①❤✐❜✐t t❤❡ ❧♦✇❡st ✈❛❧✉❡ ✐♥

❧❛❝t❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ■ ✉s❡❞ s♦♠❡ ❡①tr❡♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥

t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❡❞✐✉♠✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ■ s❡t t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢

❉✲●❧✉❝♦s❡ ❛♥❞ ❖①②❣❡♥ ❡q✉❛❧ t♦ ✾✵ ❛♥❞ ✶✵ mmol gDW−1h−1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲✐t❤

t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❧✐♥❡❛r

r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉tr✐❡♥ts t♦ t❤❡ ❣r♦✇t❤✱ ✇✐t❤♦✉t ❝❧❡❛r ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❤❛♣♣❡♥✲

✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s ❡♥s✉r❡ t❤❡

❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♣✐r❛t♦r② ❛♥❞ ❢❡r♠❡♥t❛t✐✈❡ ♣❛t❤✇❛②s✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✲

✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻❜✱ ✇❤❡r❡ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ t❤❡

P❛r❡t♦ ❋r♦♥t ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ▼❖▼❊ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ●❧✉❝♦s❡ ✐♥

t❤❡ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ❜♦✉♥❞ ✐s ✐♥st❡❛❞ ✜①❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✵

✹✹



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

mmol gDW−1h−1✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ P❛r❡t♦ ❋r♦♥t ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ✐♠♣❛❝t

t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞s ❤❛✈❡ t♦ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❜✉t ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧② ✐t

✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉r✈❡s ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡

♦❝❝✉rr✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡ ❣❧✉❝♦s❡ ✈❛❧✉❡s✳

❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❦♥♦❝❦♦✉ts ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡

♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ r❡❞✐r❡❝t♦r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡

♠❡❞✐✉♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ■ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ❛ ♣r♦♣♦s❛❧ ❢♦r ✉s✐♥❣

t❤❡♠ ❛❧❧ t♦❣❡t❤❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s✳
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●

●

●

●

●

●

●

GLC:90 [mmolh
−1

 gdW
−1

]

GLC:75 [mmolh
−1

 gdW
−1

]

GLC:50 [mmolh
−1

 gdW
−1

]

GLC:25 [mmolh
−1

 gdW
−1

]

GLC:10 [mmolh
−1

 gdW
−1

]

GLC:5 [mmolh
−1

 gdW
−1

]
Wild Type

✭❜✮ ■♥ ✻ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱
❝❤❛♥❣✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❣❧✉❝♦s❡ ❛♥❞ ♦①②❣❡♥
❡①t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞s✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❛r❡t♦ ❢r♦♥ts
❛r❡ s❡♥s✐❜❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❡tt✐♥❣s✳

✸✳✹✳✶ ▼✉❧t✐ ❙t❛❣❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ♥❡✇ t②♣❡ ♦❢ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ✇❛s

t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❣❡♥❡ s❡t ❑♥♦❝❦❖✉ts s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✜♥❡ t✉♥✐♥❣ r❡❞✐r❡❝t♦r

❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❣❡♥❡ s❡t ❑♥♦❝❦❖✉ts ❛r❡ ❛ ❞r❛st✐❝ ✇❛② t♦

✹✺



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❙✐♠♣❧❡ ✇♦r❦✢♦✇ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲st❛❣❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ■♥ ♠② ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡ ✜rst st❡♣✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❲✐❧❞ ❚②♣❡✱ s❡❧❡❝t t❤❡ ❑♥♦❝❦❖✉ts
✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ♣❤❡♥♦t②♣✐❝ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s❀ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡❧❡t✐♦♥ str❛✐♥s ✐s t❤❡♥ s❡❧❡❝t❡❞
❛s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛❣❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❞✐r❡❝t♦r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
✉s❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ♥♦t❛❜❧❡ str❛✐♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❑❖s ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ st❛❣❡s✱ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✐ts ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ t❤❡ ❧❛st st❛❣❡✳

❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ■ ✜rst s❡❧❡❝t❡❞ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞

s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍❡♥❝❡ t❤✐s str❛✐♥ ✐s ✉s❡❞ ❛s t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t

❢♦r ❛ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜♥❡ t✉♥✐♥❣ r❡❞✐r❡❝t♦r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r

❢✉rt❤❡r ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❆❧❧ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❡✈❛❧✉❛t❡❞

❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ t❤❡♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ ❛ str❛✐♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡❧❡t✐♦♥s ❛s s❡❧❡❝t❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ✜rst st❛❣❡✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r✱ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✜♥❡ t✉♥✐♥❣ r❡❞✐r❡❝t♦r

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥♦t❤❡r ♥♦t❛❜❧❡ str❛✐♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❜② t❤❡

♠❡❞✐✉♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ st❛❣❡ ❝♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥ ✐s ♥♦t ✜①❡❞ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞

❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▲❛❝t❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♠♦♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❑❖s ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ t❤❡ ♦♥❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❦♥♦❝❦ ♦✉ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞

✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✳ ❚❤❡ tr❛❞❡ ♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ●r♦✇t❤ r❛t❡ ✢✉①✱ t❤❡ ▲❛❝t❛t❡ Pr♦❞✉❝t✐♦♥✱

❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡ s❡ts ❦♥♦❝❦❡❞ ♦✉t ❧❡❞ t♦ ❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥

t❤❡ t❛❜❧❡✱ ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✸ ❣❡♥❡ s❡ts ❦♥♦❝❦❡❞ ♦✉t ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✹ ❣❡♥❡s✳ ❚❤❡ ♣r❡✲

❞✐❝t❡❞ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✳✷✸✷✼ ✭✹✽✳✾ ✪ ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✮ ❛♥❞ t❤❡

♣r❡❞✐❝t❡❞ ❧❛❝t❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✹✺✳✾✽✺✶ [mmolh−1gdW−1]✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡s t♦

❜❡ ❞❡❧❡t❡❞ ❛r❡ P❨❈✶ ❛♥❞ P❨❈✷✱ ❝♦❞✐♥❣ t✇♦ ✐s♦❡♥③②♠❡s ♦❢ t❤❡ P②r✉✈❛t❡ ❈❛r✲

❜♦①②❧❛s❡✱ ●P❉✶✱ ❝❛t❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ●❧②❝❡r♦❧✲✸✲P❤♦s♣❤❛t❡ ❉❡❤②❞r♦❣❡♥❛s❡✱ ❛♥❞ ●▲❚✶

●❧✉t❛♠❛t❡ s②♥t❤❛s❡❀ ❛❧❧ t❤❡ ❣❡❡♥s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠✱

✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❢ P②r✉✈❛t❡ ❛♥❞ ●❧✉t❛♠❛t❡ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠✳ ❚❤❡ ●P❉✶ ♠✉t❛♥t ✐s r❡✲

✹✻



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

♣♦rt❡❞ t♦ s❤♦✇ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥❝r❡❛s ✐♥ ❡t❤❛♥♦❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡

❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ♣❛t❤✇❛② ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ▲❛❝t❛t❡✳ ❚❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡❧❡t✐♦♥s
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▲❛❝t❛t❡ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ●r♦✇t❤ ❘❛t❡
❘❡❣✉❧❛t✐♦♥s ❙✐❣♥ ●❡♥❡ s❡ts
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✲✵✳✷✿ ❨▲❘✵✷✼❈

❖✈❡r❊①♣r❡ss✐♦♥✿ ✵✳✷✿ ✭ ❨❏▲✵✺✷❲ ♦r ❨❏❘✵✵✾❈ ♦r ❨●❘✶✾✷❈ ✮
✵✳✸✿ ❨❉❘✷✼✷❲
✵✳✸✿ ❨▼▲✵✵✹❈

❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ ❙♦♠❡ s❡❧❡❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡ s❡ts r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ✜♥❡ t✉♥✐♥❣ r❡❞✐r❡❝t♦r s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

✹✽



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

❆❣❛✐♥✱ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s st❡♣✱ ❛ ♥❡✇ str❛✐♥ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✱ ✇✐t❤ ❛

❣♦♦❞ tr❛❞❡✲♦✛ ♦❢ ●r♦✇t❤ ❘❛t❡✱ ▲❛❝t❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❣✉❧❛✲

t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st ❝❤❛♥❣❡s ❛r❡

r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✹✳ ❚❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡✱ ❤❛s ✹ ❣❡♥❡

s❡ts ♦✈❡r✲❡①♣r❡ss❡❞ ❛♥❞ ♥♦♥❡ ✉♥❞❡r✲❡①♣r❡ss❡❞✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❛r❡ ❈❉❈✶✾✱

P❨❑✷✱ ❈❚P✶✱ ●▲❖✶ ❛♥❞ ●▲❖✷ ❀ t❤❡ ❧❛tt❡r t✇♦ ❛r❡ ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣✱ ❛s t❤❡② ❛r❡ ❞✐✲

r❡❝t❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤✇❛② ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❧❛❝t❛t❡ ✐♥ ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ ❛r❡

✐♥st❡❛❞ ❣❡♥❡s ❝❛t❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ♣②r✉✈❛t❡ ❦✐♥❛s❡✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ♥♦t s✉r♣r✐s✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧✱ ❛s

t❤❡ ❧❛❝t❛t❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r♠ t❤❡ ♣②r✉✈❛t❡✳ ❚❤❡ ❧❛st ❣❡♥❡✱ ❈❚P✶✱ ✐s

❛ tr✐❝❛r❜♦①②❧✐❝ ❛❝✐❞ tr❛♥s♣♦rt❡r ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐t♦❝❤♦♥❞r✐❛❧ ♠❡♠❜r❛♥❡✱ ✐♥✈♦❧✈❡❞

✐♥ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ❝✐tr✐❝ ❛❝✐❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ ❛♥❞ s♦ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝✐tr✐❝ ❛❝✐❞

❝②❝❧❡ ♣❛t❤✇❛②s✳

❖♥ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛ ✜♥❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❛s r✉♥✱ ❜✉t t❤✐s t✐♠❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠

♦❢ t❤❡ str❛✐♥✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✢✉① ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥

✐♥ t❤❡ ▼❡❞✐✉♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❡❝t✐♦♥✳ ❙♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤✐s str❛✐♥✱ ✇✐t❤ ✸ ❣❡♥❡

s❡ts ❦♥♦❝❦❡❞ ♦✉t✱ ✹ ❣❡♥❡ s❡ts ♦✈❡r✲❡①♣r❡ss❡❞✱ ✇❛s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧

♠❡❞✐✉♠s✳ ❚❤❡ P❛r❡t♦✲❋r♦♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r t❤✐s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡

t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ r❡❞✐r❡❝t♦r ♣❤❛s❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✮✳ ■ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r

❤✐❣❤❧✐❣❤ts ♦♥❝❡ ♠♦r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛♥❝❡s ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦

s✐♠✐❧❛r ♣❤❡♥♦t②♣❡s✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❣❡♥❡ ❦♥♦❝❦♦✉ts s❡❛r❝❤✱ ♦r t❤❡ r❡❞✐r❡❝t♦r✱

♦r t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✱ ❛t ❧❡❛st

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❛t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✳ ■t ✐s t❤❡♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡

t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❤②❜r✐❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t❤❛t ❝♦✉❧❞✱ ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱

♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❡✳❣✳ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

❞❡❧❡t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡✱ ❛♥❞✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❡♥s✉r✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡

❛ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ r❡s✉❧t✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤✐s

♠✐①❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ st✐❧❧ ❧❛r❣❡❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋❇❆✱ ❛♥❞ t❤❛t ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ❛ s♠❛rt

❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s s♣❛❝❡s✳

✸✳✺ ❋✉t✉r❡ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥ts

■ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❡ ♠✉❧t✐✲st❛❣❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❛♥❞❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ✈❛r✐❡t②

♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ str❛✐♥ ❞❡s✐❣♥✳

✹✾



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

❆❧♦♥❣s✐❞❡ ♥❡✇ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ❥✉st ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ ✐t

✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ st❛❣❡s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡❀ ♣❡r❤❛♣s ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ✇♦r❦✢♦✇ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛

❧✐♥❡❛r ♦♥❡✱ s♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛❣❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❝❡ ✐♥ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡

✇❛② ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ t♦♦❧✳

❆ ❦❡② ♣♦✐♥t ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠❀ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧s t❤❛t s✉♣♣❧②

t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥❀ t❤❡② ❜♦t❤ ❛✛❡❝t t❤❡

❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ t❤❡ ✢✉①❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞

❣❡♥❡s t♦ ❜❡ ❦♥♦❝❦❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❛t ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧♦♥❡ tr② t♦ ②✐❡❧❞ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❜✉t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r

❤❛♥❞✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t♦ ✐♥✐t✐❛❧❧② ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡♥ r✉♥ t❤❡ ♦t❤❡r

t✇♦ st❛❣❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ str❛✐♥s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❛❞❛♣t t♦ ❛ ❞❡❝✐❞❡❞ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❞✐✉♠

s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❝♦sts t❤❛t t❤❡ ♥✉tr✐❡♥ts ❝♦♠❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤✳ ❆❣❛✐♥ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝✱ ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡

❛❧s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡❞✐✉♠✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✐♥❞✉str✐❛❧

♦r ❜✐♦♠❛ss ✇❛st❡ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣♦✉♥❞s✱ ❛♥❞ t❤❡♥

❢♦r❝❡ t❤❡ t✇♦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ✜♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ str❛✐♥s ✐♥ t❤✐s s♣❡❝✐✜❝

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s✱ ■ ❜❡❧✐❡✈❡✱ ❛ ❦❡② ♣♦✐♥t t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♥❡①t

②❡❛rs✱ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s✉st❛✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❝❤❛✐♥ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛♥❞ t♦

❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❝✐r❝✉❧❛r ❡❝♦♥♦♠②✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ s❛♠❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ■ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ s✐♥❝❡ ♥♦✇✱ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞

❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ♠❛①✐♠✐③❡❞✳ ❇❛r❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣✱ ❛s ❜❡❢♦r❡✱

t❤❡ s✐♠♣❧❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✢✉① r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ♥♦t

❛❧✇❛②s t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦t❤❡r ♠❡❛s✉r❡s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡

✜t♥❡ss ♦❢ t❤❡ str❛✐♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ r✐❣❤t ❝❤♦✐❝❡✳ ❙✐♠♣❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r

t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ②✐❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❀ t❤❡ ②✐❡❧❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡

r❛t❡ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ✉♥✐t ♦❢ ❣❧✉❝♦s❡ ✭♦r ♦❢ ❛♥♦t❤❡r

✉s❡❞ s✉❜str❛t❡✮ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢❡❞ t♦ t❤❡ ❝❡❧❧❀ t❤❡ ②✐❡❧❞ ✐s t❤❡♥ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
[

gprod
gsub

]

✳

❚❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ✐♥st❡❛❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ②✐❡❧❞ t✐♠❡s t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱
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❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

t❤✉s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢
[

gprod
gsub
· time−1

]

Y ield =
vobj
vglc

Productivity =
vobj
vglc
·GR

❚❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥✈♦❧✈❡s ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✢✉① ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❛r❡ ♦❢ ♣❛r✲

t✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ str❛✐♥s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

❛s ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢

♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✐s ♣r❡s❡♥t ❛s ❛ ❢❛❝t♦r ✇✐t❤✐♥ ✐ts ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✐t

✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❞✉♥❞❛♥t ♦r ❛t ❧❡❛st ❧❡ss s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❛❧♦♥❡ ❛s

❛♥♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳ ❆ s❡❝♦♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ■ ❛♠ ♣❧❛♥♥✐♥❣ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r

✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ❜♦t❤ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱

✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❋❧✉① ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ❆♥❛❧②s✐s ❬✷✶❪✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥

str❛✐♥s t❤❛t ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛t ❧❡❛st

❛s ✐t ✐s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❋❇❆✳

✺✶



❈❤❛♣t❡r ✸✳ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

0
2
0

4
0

6
0

8
0

1
0
0

Growth Rate [h
−1

]

L
a
c
ta

te
 [
m

m
o
lh

−1
 g

d
W

−1
]

●

●

●● ●●●●● ● ●●● ●● ●●●●● ● ●●● ●●

●

●●●●●●●● ●●

●

● ●●

●

●

●●

●

●● ●● ●

●

●

●

● ●●

●

●●

●

● ●● ●●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●● ●●●

●
●

●

●

●●

●

●

●

●●

●●

●

●

● ●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

● ●●●

●

● ●●● ●●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

● ●

●

●

●
●
●

●●●

●

●● ●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

● ●
●

●

●

●

● ● ●●

●

● ●●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

● ●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

● ●●

●

●●

●● ●

●

●
●
●

●●●

●

●

●

●●

●

●●

● ●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●● ●● ● ●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●●●●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●●

●

●
●

●

● ●● ●

●

●

●

●

●●

●●

● ●●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●● ●

●

●●●

●

●●

●●

●

●

●

●●

●

●

●● ●● ●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●●●●

●

●●

●●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●●●

●●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

● ● ●●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

● ●●

●

●

● ●● ●●● ●

●

●● ●●

●

●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

● ●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●● ●●

●

●●

●

●

●●●

●

●●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

● ●● ●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●

● ● ●●

●

●

●

●

●

●● ●● ●

●

● ●●

●

●

●●

●

● ●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●● ●
● ● ●

●

●●

●

● ●●●

●

●

● ●

●

● ● ●●●

●

● ●●●

●

●

●● ●●●● ●

●

● ●●●●●

●

●●

● ●

●● ●

●

● ●

●

●

●●● ●● ●● ●● ●●

●

● ● ●● ●●●

●

●● ●

●

●

●

●● ●●● ●

●

●

●

● ●

●

●●●

●

●●● ●● ●

●

● ● ●

●

●

●

●

●● ● ●●

●

●

●

●
●

●●●● ●●● ● ●● ●

●

●●● ● ●● ● ●●●● ●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●● ●

●

● ●●●● ●●● ●●

●

●● ●●● ●

●
●

●

●

●

●

● ●● ●●●●

●●

●●● ●● ● ●●●●● ●

●

●●●●

●

●

●

●●● ●●

●

●●

●

● ● ●

●

●● ●● ● ●●● ●

●●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

● ● ●

●

●

●

●● ●

●

●

●

●

●

●●● ● ●●

●

●

●

●

●

●

●● ●● ●● ●●

●

●● ● ● ●● ●

●

●●

●

●

●●

●

● ●●

●

●

● ●

●

●

●

● ●● ●●

●

●

●

●

●● ●●●

●

●

● ●

●

●●

●

●

● ●●●●●● ●●

●

● ●

●

● ●● ●● ●●

●
●

●

●● ● ●● ●●

●

●

●

●

●●

●

●● ●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●● ●

●

●

●

●

●

● ●● ●

●

●

●

●

●

●

●

● ● ●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●● ●● ●

●

●

●
●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●●●

●
●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

● ●

●

●●●

●

● ●●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●● ●

●

●

●●

●

●● ● ●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
● ●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●● ●

●

●

●●●

●

●

●●● ●

●

●

●

●● ●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●●●

●

●● ●●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

● ●

●

●

●
●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●● ●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

● ●●
●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●●

●
●

●●

●

●●
●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●●

●

●

●

● ●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●● ●●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

● ●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

● ●

●●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●● ● ●●●● ●

●

●

● ●

●

●

●

●●

●

●

●

● ●

●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●● ●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

● ●

●

● ●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●●●

●

●

●

●

●

●

●●

●●

●

●

●
●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●
●

●

●

●

●
●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

● ●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●
●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●
●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●● ●●●●●●

●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●● ●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●
●●●●●● ●●●●●●● ●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●

●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●
●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●● ●●●●●● ●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●● ●●●●
●●●●●●

●●●●●●●●●●
●●●

●●●●●●
●●
●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●

●●●●●● ●●●●●●●●
●●●●●●

●●●●

●●●● ●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●

●

●

●

●

Feasible Strains

Pareto Front

Wild Type

Selected Strain

✭❛✮ ❚❤❡ ✜rst st❛❣❡ ✐s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❦♥♦❝❦♦✉t
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ s❡❧❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠✳

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

5
0

6
0

7
0

8
0

9
0

1
0
0

Growth Rate [h
−1

]

L
a
c
ta

te
 [
m

m
o
lh

−1
 g

d
W

−1
]

●

●

●

●

●●

●

●●●●●●

●●●●

●

●

●●

●

●●●●●●

●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●

●●●●

●

●●

●●●●

●

●●●●●●●

●●

●●●

●

●

●●●

●●●

●

●

●

●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●

●●●●

●

●●

●●

●

●●

●

●●●●●●●●●

●●

●●●●●●●

●●

●

●

●●●●●●

●●

●

●

●●

●

●●

●●●

●●●●●●

●●

●

●●

●

●

●

●●

●●●●●●

●

●●●●●●

●

●●

●●●

●●●●●●●●●

●●

●●●●●

●

●●●●●

●

●●●●●●●●

●

●●●●●●

●

●●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●

●

●

●

●●

●

●

●●

●

●●

●

●●

●

●●●●●●●

●●●

●●

●

●●●●●●●

●●

●●

●●

●●●●●●

●

●

●

●●

●●

●●●

●

●●●●●●

●●

●

●

●●●

●

●

●

●

●●●

●

●

●

●●

●●●●●●●●●●●

●

●●

●

●●●●●●

●

●●●

●●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

●●

●

●

●

●

●

●●●●●●

●●

●●

●●

●

●●●●●●

●●

●●

●

●

●●

●

●●

●●

●

●

●

●●

●●

●●
●●
●

●●●

●●●●●

●

●
●●
●●●●●●●

●●

●●●●

●●●

●

●

●

●●●

●

●

●●●●●

●

●●●●●●

●

●●●●●●●
●
●●●
●●
●
●
●
●
●
●●
●●
●●
●●●●●
●
●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●

●●

●●●●●

●

●

●
●
●

●

●●●●●●

●

●●

●●●●●●●●●

●
●

●

●●●

●●●●●●●●●●●●●

●●

●

●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●

●

●●●●●●●●●●●●

●●●

●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●

●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●

●●

●●

●●

●●●●●●●●●●

●●●

●●●●

●

●●●

●

●●●●

●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●

●

●●●●●

●●●●

●●●●●●●

●●

●●●

●●●●●

●●●●

●

●●●

●

●

●●

●●●●
●●
●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●

●●

●

●

●●●●

●

●●●●

●
●

●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●

●●

●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●
●●●●●●●●

●●●●●
●●●●

●

●●●●●●

●●
●

●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●

●

●●●

●

●●●●●●●
●
●

●

●●●●

●

●●●●●
●
●

●

●
●
●
●
●●●●

●
●
●

●

●

●
●

●●●●
●
●●●●
●

●●

●●●●

●●●

●●●●

●●

●●●●
●

●
●
●
●●
●●●
●

●●●●
●
●
●●●●●
●

●●●

●

●●●
●
●●

●

●
●●●●●

●●

●

●

●●●●

●●●

●
●

●

●

●
●●●●●
●

●
●
●

●●

●
●●
●

●
●●●

●●●●●●●●●

●
●
●●
●

●●
●
●

●
●
●
●●
●
●●●

●

●

●●●●

●●●
●●
●
●●●●●●●●

●●
●

●●●●

●
●●●

●

●●●●

●

●●●

●●●●●
●●●
●
●

●●

●●●●

●●●●●●

●

●●●●●

●●

●●●●

●

●●●●●

●

●●

●
●

●●●

●

●●●
●
●●

●
●
●

●●

●●

●●●●

●

●●

●
●●●

●●●
●
●●

●

●●

●

●

●●●

●●
●
●

●●

●●

●●

●●●

●

●●●●
●
●●

●●●●●

●●

●

●●
●
●
●●
●

●
●
●

●●●●

●●●●●
●
●●●●●

●●●●●●●●●
●●●●●

●

●

●
●
●●

●●
●

●●

●

●
●●
●●

●●

●●●
●
●●●

●●●●●●

●●●
●●

●●●●●

●●●

●

●●●

●●
●
●●●●

●●●●●●

●

●●●●

●●●●
●

●

●●

●●●●

●

●

●
●●

●●●

●●
●
●●●●●●●●●●●●

●●●

●

●

●

●●

●●●
●
●

●●●●

●●●

●

●●

●

●●●
●●
●●

●●●●

●

●

●●●

●●

●

●●●●●●

●●●●●●●●●
●●●●
●●

●

●●●

●

●

●●●

●●●

●●●●●●
●
●

●●

●

●●●

●

●●●

●
●●●●

●●

●

●

●●●

●●●●●●

●●●●●

●

●

●●

●

●●●

●●

●●●●●

●

●●●●●
●
●●●●●●●●
●●
●
●●
●
●●●●●●●●●●

●

●
●
●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●

●●

●

●

●●●●●●

●
●

●●

●●
●

●●●●●●

●●

●●●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●

●●

●●

●●
●

●●●●●●●

●

●
●●●●●

●

●●●●●
●
●●●●●●●●●●●
●
●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●
●●
●●●●

●

●

●●

●●●●●●●●●
●
●●
●●●●

●●

●●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●
●●
●
●●●●●

●

●

●

●●●●●●●●●
●
●●
●●
●●●●●●●●●●●●

●
●●●●●●
●●
●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●
●
●●●●●●●
●
●●
●
●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●
●

●

●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●

●
●

●●●●●●●●●
●●
●●●
●
●
●
●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●
●
●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●

●
●
●●
●
●●●

●

●●●●●
●
●●

●
●
●

●
●●
●
●●
●●●●●●●●●●●
●
●●●

●
●
●

●●●
●
●●●
●
●
●
●●●
●
●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●●
●
●●
●
●
●
●

●

●●●●●●●●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●

●●
●
●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●

●●●●

●●●●
●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●

●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●

●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●

●●●

●

●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●

●

●●●●●●●

●●

●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●

●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●
●●●●●●●●●●●●

●
●●●●●●
●
●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●
●●●
●
●●●

●●

●●●
●
●
●●●●●
●●●●●
●
●
●●●
●●●●●●●●●●●

●●●
●
●●●
●
●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●
●●●●

●

●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●●●
●
●●
●
●●
●●●●●●
●●●●●

●

●●●●●●●

●

●●
●●
●
●
●
●●●●●●●●
●●●●●

●

●●●●●●●●●●●
●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●
●●●●●●
●●●●
●
●●
●●●
●
●●●●
●
●
●
●●●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●
●
●

●

●
●
●

●
●●●
●●●●●
●
●●●●●●●●●
●●
●
●
●●●
●
●
●●
●

●
●
●●●●●●●●●●
●
●
●
●●●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●
●●●●●●●

●

●●●●●●●●●
●●●●
●●●●●●●
●
●●
●●●●
●●●●
●●●
●
●●●
●
●
●●●●●●●●●●●

●●●

●●

●
●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●

●

●●●

●●●●●●●●
●
●●
●●●●●●
●●
●
●●●●●●●●●●
●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●
●
●
●●
●●●●

●●●

●

●

●●●
●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●
●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●●

●●

●

●●●●

●●●

●

●●●●
●●●●●

●

●●●●●●●

●●

●

●

●

●

●

●●

●

●●

●●●●

●

●●●●
●
●●●

●

●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●

●●●

●●●●●●

●●●●

●●●●●●●●●●

●●

●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●

●●●●●●

●

●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●

●●

●

●●●●●

●●●●●●●

●●

●

●

●●●

●●

●

●

●

●●●●

●●●

●

●

●●●

●●●●●●●●●

●●●●

●
●
●●●●

●●●●●●

●●●●●
●
●●●●●●●●

●●●●

●●●●●

●

●●

●●●●●●●●

●

●●●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●
●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●
●●

●●●●●●●●

●●●●●●●
●
●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●
●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●●

●

●●●●●●●●

●

●
●●●●
●
●●
●●
●●●

●
●

●●●●

●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●
●●
●
●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●
●
●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●
●●
●●●
●●●●●●●●●●
●
●
●
●
●●●●
●●●●●●●●
●●
●●
●●●●●●●●
●●
●●●
●
●
●●●●●●
●●●
●
●
●●

●●●●●●●●●●●
●
●
●
●
●●●●●
●●●●
●●
●●
●●●●●●●
●●
●●●●●●●●●●●●●●
●
●
●●●●●
●●

●

●●●●●
●●●●●
●●
●
●●●●●
●●●●
●
●●●●
●●●●●●●●●●●
●
●●●●●●

●

●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●
●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●
●●
●
●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●
●
●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●
●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●●●

●

●●●

●

●

●●●● ●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●
●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●● ●●●●● ●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●● ●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●

●

●

●

●

●

Feasible Strains

Pareto Front

Starting Point

Selected Strain

✭❜✮ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ t❛❦❡ st❛rt ❢r♦♠ ❛ ♥♦t❛❜❧❡
str❛✐♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ♦♣✲
t✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ▲❛❝t❛t❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
✜♥❡ t✉♥✐♥❣ r❡❞✐r❡❝t♦r ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✭❝✮ ❚❤❡ ✜♥❛❧ st❛❣❡ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞s
r❡❣✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♣t❛❦❡ ♦❢ ♥✉tr✐❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡
s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t♦ ❢✉rt❤❡r ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♥♦t❛❜❧❡ str❛✐♥ s❡✲
❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛❣❡ ✷✳

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

0
2
0

4
0

6
0

8
0

1
0
0

Growth Rate [h
−1

]

L
a
c
ta

te
 [
m

m
o
lh

−1
 g

d
W

−1
]

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●● ●●●●●●●●●
●●●●●●●● ●●●●●●●
●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●

●●●●●●●●
●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●● ●●●●●● ●●●● ●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●

●●●●●●●●●● ●●●●
●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●
●●●●●● ●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●● ●●
●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●
●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●

●●●●●●● ●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●● ●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●
●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●● ●●●●● ●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●
●●●●●●● ●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●

●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●
●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●● ●●●● ●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●

●●●●●●●
●●●●●● ●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●
●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●

●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●● ●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●● ●●●●
●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●● ●●●●●●

●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●● ●●●● ●● ●●●

●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●
●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ● ●● ●●●●●●●● ●●● ●●●●●●

●●●●●●●●●●
●●●●●●● ●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●

●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●
●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●

●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●
●●●●●●● ●●●●
●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●

●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●
●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●

●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●● ●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●● ●
●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●● ●●●●●

●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●
●●●●●●● ●●●●●● ●●●

●●●●●
●●●●●●● ●●●●●●

●●●●●●● ●●●●●●●
●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●● ●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●

●●●●●●
●●●●●● ●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●● ●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●
●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●● ●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●

●●●●●●
●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●

●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●● ●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●
●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●

●●●●●● ●●●●●●● ●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●

●●●●● ●●●●●
●●●●●● ●●●●●●●●●

●●●●●●●●
●●●●●● ●●●●●●●

●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●● ●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●
●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●

●●●●● ●●●●●●●●●●●
●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●● ●●●● ●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●● ●●●●●●●
●●●●●●●●●●● ●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●

●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●● ●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●
●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●

●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●

●●●●●● ●●●●●●
●●●●●●●

●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●
●●●●● ●●●●●●● ●●●●●● ●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●

●●●● ●●●●●
●●●●●

●●●●●
●●●●

●●●●●●

●●●● ●●●●●●

●●●

●●●●●●

●●

●●●●●●●
●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●

●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●

●●●●●● ●●●●●●●●

●●●●●●

●●●●

●●●● ●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●

●●●● ●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●
●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●

●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●

●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●● ●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●
●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●
●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●
●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●
●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●
●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●
●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●● ●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●● ●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●●●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●

●

●

●

1: Gene set KO

2: Fine Tuning Redirector

3: External Fluxes

Starting points

✭❞✮ ❚❤❡ t❤r❡❡ P❛r❡t♦✲❋r♦♥t ❢r♦♠ t❤❡ t❤r❡❡
st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✳ ❚❤❡
❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s
❝❤❛♥❝❡s ♦❢ ♦♣t✐♠✐③✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✉s✐♥❣ t❤❡
❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❚❤❡ ✈❛r✐♦✉s st❛❣❡ ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✜rst t✇♦ st❡♣s ❛
♥♦t❛❜❧❡ str❛✐♥ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
❦♥♦❝❦♦✉ts s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst st❛❣❡ s❡❡♠ t♦ s❡t ❜♦✉♥❞s ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤
r❛t❡✱ ❛s ♥♦ ♣♦✐♥ts ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ♦r ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✺✷



❈❤❛♣t❡r ✹

▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ❉❡s✐❣♥ ❜②

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❇✐♦❧♦❣②

✹✳✶ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❣❡♥♦♠❡

■♥ t❤✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ■ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s

❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❡❧❧ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❇✐♦❧♦❣② ✐s ❛t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ❛ ❣♦❧❞❡♥ ❡r❛ ❛❢t❡r t❤❡ ✉♥✈❡✐❧✲

✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦❢ ❈❘■❙P❘✲❈❛s ❛♥❞ ✐ts ❜r♦❛❞✲s♣❡❝tr✉♠ ❛♣♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥s✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ ✇❤♦❧❡s❛❧❡ ❣❡♥♦♠❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❧♠♦st ❛♥② ❜✐♦t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧

♦r❣❛♥✐s♠❬✻✸❪✳ ❆❧s♦ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss ✐♥ s②♥t❤❡t✐❝ ❣❡♥♦♠❡ ♣r♦❥❡❝ts s✉❝❤ ❛s ❨❡❛st ✷✳✵✱

❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ♣❛t❤✇❛② ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❝❤r♦♠♦s♦♠❡ r❡❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❬✻✹❪✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst

❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ s②♥t❤❡t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❡❧❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡♣❧♦②❡❞

❬✷✱ ✶❪✳

❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❡❧❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✉♥✐❝❡❧❧✉❧❛r ♦r❣❛♥✐s♠ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st

❣❡♥♦♠❡ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ s✉st❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r ❧✐❢❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡

❛❜✐❧✐t② t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡ t❤❡ ❉◆❆✱ tr❛♥s❝r✐❜❡ t❤❡ ❘◆❆✱ tr❛♥s❧❛t❡ ♣r♦t❡✐♥s✱ ♣❡r❢♦r♠

♠✐t♦s✐s ❛♥❞ s✉st❛✐♥ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❡❧❧ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝❧✉❞❡

♦♥❧② t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❣❡♥♦♠❡ t❤❛t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡s❡ t❛s❦s ❡✣❝✐❡♥t❧②❬✻✺❪✳

❙✉❝❤ ❛ ❝❡❧❧✱ t❤❛t ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❤②❞r♦❣❡♥ ❛t♦♠ ♦❢ ❜✐♦❧♦❣②✱ ❝♦✉❧❞

❤✐❣❤❧✐❣❤t ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠②st❡r✐❡s ♦♥ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❧✐❢❡✳ ❆❧❧ t❤❡ ❣❡♥❡s ♣r❡s❡♥t

✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❡❧❧✱ t❤❡r❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦

✺✸



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙②♥t❤❡t✐❝

❇✐♦❧♦❣②

r❡❞✉♥❞❛♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡✱ ❛♥❞ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❝❡❧❧✉❧❛r ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❧✐♥❦❡❞ t♦ s♣❡❝✐✜❝ ❣❡♥❡s❬✾❪✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ s♦♠❡ ❝r✐t✐❝❛❧

♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡s❡ ❛♥❛❧②s✐s❀ ♥♦t ❛❧❧ t❤❡ ❣❡♥❡s ❤❛✈❡ ❛ ❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✱ ❛♥❞ s♦♠❡

❣❡♥❡s ❤❛✈❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❢r♦♠ t❤❡♠❀ ♦t❤❡r ❣❡♥❡s✬

❜❡❤❛✈✐♦✉r ❛♥❞ ✐♠♣❛❝t ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢

♦t❤❡rs ❛♥❞ s♦ ♦♥ ❛♥❞ s♦ ❢♦rt❤✳

❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤✐s ✐s ❛ ♠❛❥♦r ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛

r❡❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❡❧❧ ❜❡❝❛✉s❡✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❧❛t❡st ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡

❣❡♥❡s ✐s st✐❧❧ ♠✐ss✐♥❣✱ ❡✈❡♥ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♦r❣❛♥✐s♠✱ ❤❛s st✐❧❧ ♥♦t ❜❡❡♥ r❡❛❝❤❡❞

❛t t❤✐s t✐♠❡❬✻✻❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❡❧❧ ❝♦✉❧❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❜❡ ✉s❡❞

❛s ❛ t♦♦❧ ❢♦r ♥❡✇ ❛♥❛❧②s❡s ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡s ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ ❛♥❞

♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✬s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳

■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛♥♥❡r✱ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❡❧❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ ✜rst ❜✉✐❧❞✐♥❣

❜❧♦❝❦ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❝r❡❛t❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❡❧❧s ❛❜❧❡ t♦ ❞♦ s♣❡❝✐✜❝ t❛s❦ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡

♣r❡❝✐s❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s✐❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ✇❛st❡ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❛♥❞

♥✉tr✐❡♥ts ❛♥❞ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤✇❛②s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

❚❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❣❡♥♦♠❡ ♦❢ ❛ ❧✐✈✐♥❣ ❝❡❧❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥t❡♥✲

s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s ❛♥❞ ❤❛s t❤❡♥ ❛r✐s❡♥ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t

✐ss✉❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❧✐❢❡❬✻✺✱ ✾❪✳ ❆ ♠✐♥✐♠❛❧

❝❡❧❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❜❛s✐❝s ❢✉♥❝t✐♦♥s❬✻✼❪✱ ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❝♦♠♣r❡❤❡♥❞ ♦♥❧②

❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❣❡♥♦♠❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ❣❡♥❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ s✉r✈✐✈❛❧❬✻✽❪✳ ❚❤❡

✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❣❡♥♦♠❡ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥❬✻✾❪ ❛♥❞ ❤❛s

❜❡❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ♥❡✇ r❡s❡❛r❝❤❡s✱ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❛✲

t✐✈❡ ❣❡♥♦♠✐❝s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s❬✼✵✱ ✼✶✱ ✼✷✱ ✼✸✱ ✼✹❪✱ t♦ t❤❡ ❧❛t❡st r❡❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❡❧❧s❬✼✺✱ ✷❪✳

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❣r❡❛t st❡♣s t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞✱ t❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ ♠❛♥② ❣❡♥❡s✱ ❛s ■ s❛✐❞✱

t❤❛t ❤❛✈❡ ♥♦t ❛ ❝❧❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥❀ ❛❧s♦✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♠❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉✲

r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❣❡♥♦♠❡❬✻✺✱ ✼✶❪✳

❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❣❡♥♦♠❡ ✐s ❢♦r♠❡❞ ♦♥❧② ❜② r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❡s✲

s❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐s♠✱ ❤❡♥❝❡✱ ❢♦r t❤❡ ♦r❣❛♥✐s♠ ✇✐t❤ ✭❛❧♠♦st✮ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r✲

♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡ ❞❡❧❡t✐♦♥s ❡✛❡❝t✱ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② str❛✐❣❤t✲

❢♦r✇❛r❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ♥❛t✉r❡❀ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦♥❧② ❛❧❧ t❤❡

❡ss❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡s ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞ t♦ ❛ ✈✐❛❜❧❡ str❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❣❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤❡✲

♥♦♠❡♥♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ✐s t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② t❤❛t s♦♠❡ ♦r❣❛♥✐s♠s ❤❛✈❡ ✐♥ t❤❡✐r ❣❡♥♦♠❡✳
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙②♥t❤❡t✐❝

❇✐♦❧♦❣②

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❛t✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❣❡♥❡s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❝❡❧❧ t❤❛t ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ s❛♠❡

❡ss❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ♣❛r❛❧♦❣s✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ s✐♥❣❧❡

❞❡❧❡t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❣❡♥❡s ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ✈✐❛❜❧❡✱ ❜✉t ✐❢ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡

♥♦t ♣r❡s❡♥t✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❣❡♥❡s ❛❜❧❡ t♦ s✉♣♣❧② t❤❛t ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❡♥❝❡

t❤❡ ❝❡❧❧ ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✈✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ♣r♦♣❡r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ✇❤❛t ✐s

r❡❛❧❧② ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ s✉r✈✐✈❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s❬✻✺❪✱ ❛s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✲

❣❡♥t ♦r ♦♣❡♥ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥s✱ ❛s✐❞❡ ❛ st✐❧❧ ✐♠♣❡r❢❡❝t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡

❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳

◆♦✇✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ str✐♣ ❞♦✇♥ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❦❡② ❝❡❧❧ ❢❛❝t♦r✐❡s

s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❛s✐❝ ✇♦r❦❜❡♥❝❤ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦✈❡❧ ♣❛t❤✇❛②s ♠❛② ❜❡ ❡❧❛❜✲

♦r❛t❡❞ ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐s✐♥❣ ❞✐✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♣r♦❞✉❝t✳

✹✳✶✳✶ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

■ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❡❧❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❛ s②st❡♠✲

❛t✐❝ ✇❛②❀ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦ ❢♦r

❛♥② s❡q✉❡♥❝❡❞ ♦r❣❛♥✐s♠ ❛♥❞ t❡st❡❞ ✐t ✉s✐♥❣ ❛ ❙❛❝❝❤❛r♦♠②❝❡s ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ❣❡♥♦♠❡✲

s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ s✐❣♥✐✜❝❛♥t q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡✲

t✇❡❡♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥❡t✇♦r❦s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❢❡r♠❡♥t❛t✐✈❡ ❛♥❞ r❡s♣✐r❛t♦r② ❣r♦✇t❤✳

❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ st✉❞② t♦ ✷✵ ♦t❤❡r s♣❡❝✐❡s✱ ❢r♦♠ ❜❛❝t❡r✐❛ t♦ ❤✉♠❛♥s✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣

t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ t❤❡ ❏❈❱■✲s②♥✸✳✵ ❣❡♥♦♠❡❬✷✱ ✶❪✳ ❚❤❡ ✐♥✲s✐❧✐❝♦ ♣✐♣❡❧✐♥❡

s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② r❡♠♦✈❡s ❣❡♥❡s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❡♥③②♠❡s ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt❡rs✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢

t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ t❤❡ ▼❡t❤♦❞s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠✐♥✐♠❛❧

s❡t ♦❢ ❣❡♥❡s st✐❧❧ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❡①♣r❡ss❡❞ ❜②

t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❋❧✉① ❇❛❧❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s❬✼✻❪✳ ■ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤✐s

♣✐♣❡❧✐♥❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐q✉❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❢♦r ❡❛❝❤

❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❡✉❦❛r②♦t✐❝ ❛♥❞ ♣r♦❦❛r②♦t✐❝ ♦r❣❛♥✐s♠s ❜✉t

❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ❙❛❝❝❤❛r♦♠②❝❡s ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉tr✐❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❚❤❡

♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♠♦st ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ t❤❡✐r r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❣❡♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ t❤❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✉s✐♥❣ s✐♠♣❧❡ ♠❡tr✐❝s ❢r♦♠ t❤❡

❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐③❛✲

t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ■ ❛♥❛❧②s❡❞ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s t♦ ❞✐s❝♦✈❡r s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ r❡❝✉rr❡♥t

r❡❞✉♥❞❛♥❝✐❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ❛♥❞ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t s♦♠❡ ♦❢
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙②♥t❤❡t✐❝

❇✐♦❧♦❣②

t❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣♦✉s ❣❡♥❡s t❤❛t ❛r❡ r❡t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ❛ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t

s♣❡❝✐❡s✳

✹✳✷ ❘❡s✉❧ts ❢♦r ❙❛❝❝❤❛r♦♠②❝❡s ❝❡r❡✈✐s✐❛❡

t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t❛❦❡s st❛rt ❢r♦♠ ❛ ✇✐❧❞✲t②♣❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡

❣❡♥❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❡♥❝♦❞✐♥❣ t❤❡ ❡♥③②♠❡s ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt❡rs ❝❛t❛❧②s✐♥❣ ❛❧❧

t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✉s t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ ♦❢ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ✭✇✐❧❞✲t②♣❡✮

str❛✐♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡s❡ ❣❡♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❡❦s t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ❛❝t✐✈❡ r❡❛❝t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

✐♥✈❡♥t♦r②✮✱ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❜✐♦♠❛ss ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❋❧✉① ❇❛❧❛♥❝❡

❆♥❛❧②s✐s ❛❜♦✈❡ ❛ str✐❝t t❤r❡s❤♦❧❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇✐❧❞✲t②♣❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

t❤❡♥ s❡❧❡❝ts ❛ ✏♠✐♥✐♠❛❧✑ ♥❡t✇♦r❦ ✭▼◆✮✱ ❛s ❛ ♠✉t❛♥t str❛✐♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ t❤❡ r❡✲

❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ st✐❧❧ ❛❝t✐✈❡ ❛r❡ ✏❡ss❡♥t✐❛❧✑✱ ✐✳❡✳ ♥♦ ♠♦r❡ ❡♥③②♠❡✲❡♥❝♦❞✐♥❣ ❣❡♥❡s

❝❛♥ ❜❡ ❞❡❧❡t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❜✐♦♠❛ss ❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡ ♠❛①✐✲

♠✉♠ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜✐♦♠❛ss ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✇❛s s❡t t♦ ❡✐t❤❡r ✶✪ ♦r

✶✵✪ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❚♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❛♥♦t❤❡r

❝♦♥str❛✐♥t ✇❛s ❛❞❞❡❞✱ ♥❛♠❡❧② t❤❛t ❛♥② ❣❡♥❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ✇❛s ❦♥♦✇♥✱ ❢r♦♠

❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛✱ t♦ ❜❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❬✻✵❪✱ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❞❡❧❡t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆t

✜rst ■ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❙❛❝❝❤❛r♦♠②❝❡s ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ s✷✽✽❝✱ ✉s✐♥❣

t❤❡ ❧❛st ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ②❡❛st ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞❡❧

❛t t✐♠❡✱ ②❡❛st ✽✳✸✳✶❬✼✼❪ ✭s❡❡ t❤❡ ▼❡t❤♦❞s s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✮✳ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♠❡❞✐✉♠✱ ❛❢✲

❢❡❝t ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ❛

❣✐✈❡♥ ❣❡♥❡ ♦r r❡❛❝t✐♦♥ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r ❣r♦✇t❤❬✼✽✱ ✼✾❪ ❛♥❞ ❡✈❡♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠✐♥✐♠❛❧ ❣❡♥♦♠❡ ✐ts❡❧❢❬✽✵❪✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ♦♥

t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥s ❞♦ ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤

❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛s ❛ s❡t ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ❧♦✇❡r

❜♦✉♥❞s r❡❣✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♣t❛❦❡ r❛t❡s ♦❢ ♥✉tr✐❡♥t ❝♦♠♣♦✉♥❞s✱ ❛s ■

❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✳ ■ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❡✈❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✇t❤

♠❡❞✐❛ ❢♦r ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦r ❞❡✜♥❡❞ ✭❡♥t✐r❡❧② ♦r ♣❛rt✐❛❧❧②✮ ❜② ❛♥ ❛❞✲

❤♦❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ▼❡t❤♦❞s✮✳ ❋♦r t✇♦ ♦❢ t❤❡ ♠❡❞✐❛✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞

✉♥❞❡r ❛♥❛❡r♦❜✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✐❢ ♥♦t s♣❡❝✐✜❡❞✱ ■ ❛❧✇❛②s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡
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❇✐♦❧♦❣②

r✐❝❤❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❙❉ ✐♥ ❛❡r♦❜✐❝ ❛♥❞ ✏●❧✉❝♦s❡✑ ✐♥ ❛♥❛❡r♦❜✐❝✮✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤

♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s❬✷✱ ✶❪✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❆❧❣♦r✐t❤♠❬✽✶❪✱ ❡✈♦❧✈❡❞

❢r♦♠ ❛ ❣r❡❡❞② ❤✐❧❧✲❝❧✐♠❜✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❬✶✺❪✱ t♦ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② s❡❧❡❝t t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s✴❣❡♥❡s

t♦ ❜❡ ❞❡❧❡t❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ t❤❡ ▼◆s✳ ❖✈❡r ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s✱

t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❧❡❝ts ♥❡✇ ❦♥♦❝❦♦✉ts ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s❡t ♦❢ str❛✐♥s t❤❛t ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡

❝✉rr❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✐♥ts✱ ♣r♦♠♦t✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❣r❡❛t❡r ❍❛♠♠✐♥❣ ❞✐s✲

t❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ✇✐t❤ ❛ ♠❡tr✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ■❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡❞✱ ✐✳❡✳

♥♦ ♥❡✇ ❦♥♦❝❦♦✉ts ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✱ ✐t ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② ♣r♦❜❛❜❧❡ t❤❛t ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞

❛♥❞ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❜② ❛♥ ✏❛♥❝❡st♦r✑ ♣♦✐♥t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❜❛❝❦tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❧❡❛❢ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡✳ ✭❙❡❡ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠✮✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❧❛st ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❡♥❞s✱ ❛ ♣♦st✲♣r♦❝❡ss✐♥❣

♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞ t♦ ❡①♣✉♥❣❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t s❤♦✇ ♥♦ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❛♥❞

❡①tr❛❝t t❤❡ ❣❡♥✉✐♥❡✱ ❛♥❞ ❞✐st✐♥❝t✱ ▼◆s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠s ❛ s❡r✐❡s ♦❢

❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✢✉① ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ♣❛rs✐♠♦♥✐♦✉s

❋❧✉① ❇❛❧❛♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s ✭s❡❡ ▼❡t❤♦❞s✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥✐q✉❡ ▼◆s ❢♦✉♥❞ ✐s ❛ ❧✐tt❧❡

♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵✵ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ▼◆s ✐♥ t❤❡ ✼ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✶✪ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❜✐♦♠❛ss ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❋r♦♠ t❤✐s

❋✐❣✉r❡✱ ✐t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝❧❡❛r ❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ t❤❡

▼◆ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s t❤❛t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼◆s ❢♦✉♥❞ ✉♥❞❡r t❤❡ t✇♦ ❛♥❛❡r♦❜✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❛♥❞ t❤♦s❡ ❛rr✐✈❡❞ ❛t ❢♦r ❛❡r♦❜✐♦s✐s✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❡r♦❜✐❝ st❛t❡s

❛r❡ s❡♥s✐❜❧② s♠❛❧❧❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s

♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠♦r❡ r❡❧❛①❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ❛ ✶✵✪ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢

❜✐♦♠❛ss ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✭❛s ♠✐❣❤t ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✮ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❛r❡ s❤✐❢t❡❞ t♦ ❛ s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡s✴r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ▼◆s✳

❋✐❣✉r❡ ❆✳✺ ♣r❡s❡♥t ♣❛✐r✇✐s❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t

t❤r❡s❤♦❧❞s ❛♥❞ t❤❡ s❡✈❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✇t❤ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳

■ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❜❛s✐❝ ♠❡❛s✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦ t❤❡♦r②❬✽✷❪ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡

t❤❡ ▼◆s ✭❋✐❣✉r❡s ✹✳✸❛✲✹✳✸❜✲✹✳✸❝✲✹✳✸❞✮ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥s

❛♥❞ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s❀ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ✐♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s

❢♦r ❛❡r♦❜✐❝ ❛♥❞ ❛♥❛❡r♦❜✐❝ ✭❛ ♣❛tt❡r♥ t❤❛t ✐s ❦❡♣t ❢r♦♠ t❤❡ ❲✐❧❞ ❚②♣❡ ♥❡t✇♦r❦s✮✱

✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧❧ s✐♠✐❧❛r✳ ❚❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢
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SD Medium (Labhsetwar 2017)
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❋r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ▼◆s ❛❝t✐✈❡ ❣❡♥❡s❀ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ ❢♦r
❛❡r♦❜✐❝ ❛♥❞ ❛♥❛❡r♦❜✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

t❤❡ ✇❡✐❣❤ts s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ❛❡r♦❜✐❝ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥

t✇♦ s✉❜✲❝❧✉st❡rs✳

❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ r✐❝❤❡st ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❙❉

♠❡❞✐✉♠❀ ❛s ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✱ t❤❡ ▼◆s ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛ ❧❛r❣❡r

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡s t❤❛♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❛♣♣❡❛rs ❝♦✉♥t❡r✲

✐♥t✉✐t✐✈❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❙❉ ♠❡❞✐✉♠ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❜✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧s✱

❡✳❣✳ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ❛♥❞ ♥✉❝❧❡✐❝ ❛❝✐❞ ❜❛s❡s✱ t❤✉s r❡❧✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✐s❡❞

str❛✐♥s t♦ r❡t❛✐♥ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♣❛t❤✇❛②s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❜✐♦s②♥t❤❡s✐s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡

t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❜✐♦♠❛ss ②✐❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ✇✐❧❞✲t②♣❡ str❛✐♥ ✐♠♣♦s✐♥❣ ❛ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r

q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ ♣❡r♠✐tt❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❜✐♦♠❛ss ❢♦r♠❛t✐♦♥

t❤❛♥ ✇❛s t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ✭❧❡ss ❝♦♠♣❧❡①✮ ♠❡❞✐❛❀ t❤✐s ❤✐❣❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡

✺✽
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❋r❛❝t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ▼◆s s❤❛r❡❞ ❛❝t✐✈❡ r❡❛❝t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ ❛ ♣❛✐r✇✐s❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ s❤❛r❡❞ r❡❛❝t✐♦♥s
❛r❡ ✻✵ t♦ ✾✵✪✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ✐s ✸✵
t♦ ✺✵✪✳

t❤✉s r❡q✉✐r❡s t❤❡s❡ ❛♥❛❜♦❧✐❝ ❣❡♥❡s✴r❡❛❝t✐♦♥s t♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♠✐♥✐♠✐s❡❞ ♥❡t✲

✇♦r❦s✳ ❆s ❛ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s✱ ■ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛①❡❞ ❜✐♦♠❛ss

❝♦♥str❛✐♥t✱ t♦ ✜♥❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❙❉ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ✇✐❞❡r ✐❢ ❝♦♠♣❛r❡❞

t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡

▼◆s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ str♦♥❣❡r ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt❡rs✲r❡❧❛t❡❞

❣❡♥❡s ✐♥ t❤❡ ▼◆s ✐♥ ❙❉ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡s❡ ❣❡♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠♦❞❡❧ ❣❡♥❡s✱ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ✜♥❛❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ▼◆s❀ t❤❡✐r ♣r❡s❡♥❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞

❜② t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② ♦❢ ✐♠♣♦rt ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧

❝♦♠♣❧❡① ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s t♦ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✳

■ t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡s ♦❢ t❤❡ ▼◆s ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡

✺✾
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✭❞✮ P❧♦t ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❡✐❣❤ts ✐♥ t❤❡
▼◆s✱ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ♦♣❡r❛t✐♥❣ r❡❣✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ◆❡t✇♦r❦s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❜❛s✐❝ ♠❡❛s✉r❡s ❢r♦♠ t❤❡
❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦ t❤❡♦r②✳

❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ s✉❜✲s❡ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ✜✈❡ ❛❡r♦❜✐❝

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦r t❤❡ t✇♦ ❛♥❛❡r♦❜✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ♦r ❛❧❧ s❡✈❡♥✳ ❆ s❡t ♦❢ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s✱

✐✳❡✳ t❤❡ ❣❡♥❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♣r❡s❡♥t✱ ♦r t❤❛t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ▼◆s ✭♠♦r❡

t❤❛♥ ✾✺✪ ♦❢ t❤❡♠✮✱ ❡♠❡r❣❡❞ ❢r♦♠ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶ ■ ❤❛✈❡ r❡♣♦rt❡❞ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♦♥❡s ✐♥

❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦r ✐♥ ❛❡r♦❜✐❝✴❛♥❛❡r♦❜✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ♦♥❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣❡♥❡ ❧✐st ✐♥
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❇✐♦❧♦❣②

❚❛❜❧❡ ❆✳✸✳ ■ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t✇♦ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡

♣❛t❤✇❛②s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤✇❛②✲r❡❧❛t❡❞ ❣❡♥❡s t❤❛t

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡❧❡t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❛ ▼◆ t♦ ❜❡❛r s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤✇❛②

✢✉①❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✽ ❛♥❞ ▼❡t❤♦❞s✮✳ ■♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤✇❛② r❡❧❛t❡❞ t♦

t❤❡♠✳ ❚❤❡ ♣❛t❤✇❛②s ✐♥ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦①②❣❡♥ ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ r♦❜✉st✱

✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t❛❜❧❡

❡①❝❡♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❚❈❆ ❝②❝❧❡ ❛♥❞ ❛ ❢❡✇ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✲r❡❧❛t❡❞ ♣❛t❤✇❛②s✳

✹✳✷✳✶ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ❣❡♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s

❚♦ ❢✉rt❤❡r ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s ■ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡✐r

r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s ♦❢ ❣❡♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❤♦✇ t❤❡

♥❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧✐t② ♦❢ ❛ ❣❡♥❡ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞❬✶✽❪✳ ■ tr✐❡❞ t❤❡♥ t♦

s❡❡ ✐❢ s♦♠❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠❡❛s✉r❡s ♦r ❛♥❛❧②s❡s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♥❡t✇♦r❦

s❤♦✇ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡❣r❡❡ ❡♠❡r❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts

■ ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r s❤♦✇s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s

❛✛❡❝t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ▲❛t♦r❛✲▼❛r❝❤✐♦r✐ ❡✣❝✐❡♥❝②❬✶✼❪

✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✮✳ ❆❧s♦✱ ♦t❤❡r s✐♠♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡✱ ❡✳❣✳ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥✲

♥❡ss✱ s❤♦✇ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥

t❤❡ ▼◆s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✮✱ ❛❣❛✐♥ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦✉rs ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♦①②❣❡♥ ✐♥ t❤❡

♠❡❞✐❛✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❛t✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡

❣❡♥❡s t❤❛t ❛r❡ ✭❛❧♠♦st✮ ♥❡✈❡r ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ▼◆s ✐s ❧♦✇✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❣r❡❛t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t②

✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ s✉❝❤ ❣❡♥❡s✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡s ❛r❡ s❝❛r❝❡❧② ♣r❡s❡♥t✳ ❚❤✐s

❝♦♥✜r♠s t❤❛t s✐♠♣❧❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s st✐❧❧ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t ❛❧♦♥❡ ❢♦r ❛♥ ❡①❛❝t

❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ❣❡♥❡ ❜✉t ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t s♦♠❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡

❣❡♥❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s s❤♦✇✐♥❣ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ✐♥

t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥♥❡ss ❛r❡ ❆❘❖✶✱ ❆❘❖✷✱ ❋❯▼✶✱ ❖P■✸✱ ●❆P✶✳❚❤❡ ●❆P✶

♣r❡s❡♥❝❡✱ t❤♦✉❣❤✱ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❡ss❡♥t✐❛❧ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❙❉ ♠❡❞✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡ ❡①✲

t❡r♥❛❧ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐t ✐s ❢♦r❝❡❞ t♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ❜② t❤❡

❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❧❡t❤❛❧ ❞❡❧❡t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ✐t ✐s

♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡ss❡♥t✐❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ▼◆s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ✉s❡❞ ❝❛♥ ✐♥✲

✻✶
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❇✐♦❧♦❣②
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# Mand genes removed

5

Efficiency (WT: 0.35128, No mand Genes: 0.3347)

0.3390 0.3380.3370.3360.3350.3340.3330.3320.3310.33

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❛t♦r❛✲▼❛r❝❤✐♦r✐ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♥❡t✲
✇♦r❦s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡s ❛s t❤❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡
♥❡t✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s r❡♠♦✈❡❞ ❤❛✈❡ ❛ s❡♥s✐❜❧② ❧♦✇❡r
❡✣❝✐❡♥❝②✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳

✢✉❡♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡r✈✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥t ❣❡♥❡s ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡✐r ❢❡❛s✐❜✐❧✐t②✱ ❜✉t

s♦♠❡t✐♠❡s ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❝❤❛♥❣❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧✐t② ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡s✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ❢❡✇ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉❛❧❧② ❛❝t✐✈❛t❡❞ ❜② ♠♦r❡

t❤❛♥ ♦♥❡ ❣❡♥❡❬✶❪✳ ■❢ t❤❡s❡ ❣❡♥❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ❛♥② ♦t❤❡r r❡❛❝t✐♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥✲

❝✐❡s ✉s✉❛❧❧② ❧✐❡ ♦♥ ✈❛❧✉❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ r❛♥❞♦♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❡✳❣✳ t✇♦ ❣❡♥❡s

t❤❛t ❝❛♥ ❜♦t❤ ❛❝t✐✈❛t❡ ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❧♦s❡

t♦ t❤❡ ✺✵✪ ❡❛❝❤❀ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❆❘❖✸ ❛♥❞ ❆❘❖✹ ❣❡♥❡s✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥

❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥s ✇❤② ♠♦r❡ ❣❡♥❡s ❝❧✉st❡rs ❛r♦✉♥❞ ❝❡rt❛✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛❧✉❡s✱ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②

❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✺✵✪ ❛♥❞ ✻✻✪✳

❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❞❡❣r❡❡s ❢♦r ❣❡♥❡s ✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r

✻✷
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦❀ ❢♦r ❡✈❡r② ❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛❧✉❡ x ✭♠❛♥❞❛t♦r② ❞❡❣r❡❡✮ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♣❧♦t ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❧❡ss ♦r
❡q✉❛❧ t♦ x✳

❢r❡q✉❡♥❝② ✈❛❧✉❡s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✮ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s❀

✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ♣♦✇❡r ❧❛✇s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✮ ❢♦r t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢

❢r❡q✉❡♥❝② s❡ts✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ❛♥❞ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡s ❛❧✇❛②s

❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡ t✇♦ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡

✐♥t❡r✈❛❧s ♦❢ t❤❡ ❣❛♠♠❛ ✈❛❧✉❡s ❞♦♥✬t ♦✈❡r❧❛♣✳

✹✳✷✳✷ ❙②♥t❤❡t✐❝ ❉♦✉❜❧❡ ❉❡❧❡t✐♦♥s Pr❡❞✐❝t✐♦♥

❆♥♦t❤❡r ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♦♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ■ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐s t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡❧❡✲

t✐♦♥s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ▼◆s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ♥❡t✇♦r❦ ✉s✐♥❣ ❞❛t❛ ❢r♦♠

t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛❜❛s❡s❬✷✾✱ ✷✽❪ ✭❋✐❣✉r❡s ✹✳✽ ❛♥❞ ❆✳✻ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ s❡❡ ❛❧s♦ ❋✐❣✉r❡s

❆✳✼❛ ❛♥❞ ❆✳✼❜ ❢♦r ❜♦①♣❧♦ts ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛✮✳ ❆ ❝❧❡❛r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ tr✉❡

♣♦s✐t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❜✉t ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❢❛❧s❡ ♣♦s✲

✐t✐✈❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❞✉❡ t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛❣✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ▼◆s✱ t❤❛t

❛r❡ ♠♦r❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❣❡♥❡ ❦♥♦❝❦♦✉ts✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜②

t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡❧❡t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s ✐♥ t❤❡ ▼◆s ✐❢ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

t❤❡ ✇✐❧❞✲t②♣❡ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ❞❡❧❡t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ▼◆s r❡❞✉❝❡ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♠♦r❡ ❤❡❛✈✐❧② t❤❡

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜✐♦♠❛ss ♣r❡❝✉rs♦rs ❛s t❤❡r❡ ❛r❡

❧❡ss ✭❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✮ ♣❛t❤✇❛②s ✐♥ ✐t t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

✻✸



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙②♥t❤❡t✐❝

❇✐♦❧♦❣②

10
0

10
1

10
2

k

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

P
(k

)
All

Mand Degree < 0.05

Mand Degree > 0.95

0.475 < Mand Degree < 0.525

0.635 < Mand Degree < 0.685

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ❞❡❣r❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ s❤♦✇✐♥❣
❞✐✛❡r❡♥t ❝✉r✈❡s ❢♦r ♥♦❞❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝②✳

■ ❛♥❛❧②s❡❞ t❤❡♥ t❤❡ ❣❡♥❡s ❣r♦✉♣❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡✐r ♠✉❧t✐♣❧❡ ●❖ s❧✐♠ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥s ♦❢

t❤❡ ❣❡♥❡s✳ ■♥ ❚❛❜❧❡ ❆✳✹ ■ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❲❚ ✇✐t❤ t❤❡

❛✈❡r❛❣❡ ▼◆s ✐♥ t❤❡ ❙❉ ❛♥❞ ❆♥❛❡r♦❜✐❝ ♠❡❞✐✉♠✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ ♠♦st ♥✉♠❡r♦✉s ❝❛t✲

❡❣♦r✐❡s✱ t❤❡ ♠♦st ❛✛❡❝t❡❞ ❛r❡ t❤❡ ❤②❞r♦❧❛s❡ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s♠❡♠❜r❛♥❡ tr❛♥s♣♦rt❡rs✱

✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✼✼✳✶✵✪ ❛♥❞ ✽✷✳✽✸✪ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❡❛st

❛✛❡❝t❡❞ ❛r❡ t❤❡ tr❛♥s❢❡r❛s❡ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❙♦✱

❞❡s♣✐t❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❡rs ✐s ❧♦✇❡r ✐♥ ❙❉✱ ❛s ♥♦t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s st✐❧❧

s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳
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❇✐♦❧♦❣②

100 101 102

k

10-3

10-2

10-1

100

p
(k

)

All

Mand Degree < 0.05,  = 1.576 +- 0.054

Mand Degree > 0.95,  = 1.455 +- 0.057

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ P♦✇❡r ❧❛✇s ✐♥ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣❧♦t✳

✹✳✸ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t♦ ♦t❤❡r ❙❛❝❝❤❛r♦♠②❝❡t❛❧❡s

❆❢t❡r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡✱ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✇❛s t♦ ✉s❡

t❤❡ s❛♠❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦♥ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♦t❤❡r ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝

♥❡t✇♦r❦ ♦❢ t❤r❡❡ ♦t❤❡r s♣❡❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❙❛❝❝❤❛r♦♠②❝❡t❛❧❡s ❝❧❛ss✱ ❙❝❤✐③♦s❛❝❝❤❛r♦♠②❝❡s

♣♦♠❜❡✱ ❑♦♠❛❣❛t❛❡❧❧❛ ♣❤❛✣✐ ✭s②♥✳ P✳♣❛st♦r✐s✮ ❛♥❞ ❨❛rr♦✇✐❛ ❧✐♣♦❧②t✐❝❛✳ ❍❡r❡ ✐t ✐s

✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ❛♥❞

❨✳❧✐♣♦❧②t✐❝❛ ✐s ❛s ❣r❡❛t ❛s t❤❛t ❜❡t✇❡❡♥ ❍✳s❛♣✐❡♥s ❛♥❞ ❈✐♦♥❛❬✽✸❪✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾❛ s❤♦✇s

t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s✐③❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡

✹✳✶✮ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s✱ ❛♥❞ t❤✐s✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧②

t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❞✐s♣❛r✐t② ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✱ ❡✈❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡

s✐♠✉❧❛t❡❞ r✐❝❤ ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞✱ ❢♦r ❑✳♣❤❛✣✐ ❛♥❞ ❙✳♣♦♠❜❡✱ ❛❧s♦ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✈❡♥t♦r② ♦❢

❡ss❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡s✳
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❇✐♦❧♦❣②
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❢♦r s②♥t❤❡t✐❝ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡❧❡t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ▼◆s❀
t❤❡ r❡❞ ❝✐r❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❜❧✉❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ❜♦①♣❧♦ts r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❲❚ ✈❛❧✉❡s✱
t❤❡ ♦t❤❡r ❞❛t❛ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ▼◆s✳

❆ ❇▲❆❙❚♣ s❡❛r❝❤ ✭✶✵✲✺ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s ✐♥ t❤❡

❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡ r❡s✉❧ts ❛s q✉❡r② ❛♥❞ ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❜② ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ ✐s

r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵❀ t❤❡ s❡❛r❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✈❡rs✉s ❛❧❧

t❤❡ ♠♦❞❡❧s✬ ❣❡♥❡s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r ♦r❣❛♥✐s♠s✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾❜ s❤♦✇s ✐♥st❡❛❞ t❤❡ ♠❛♥❞❛✲

t♦r② ❛♥❞ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡s s❤❛r❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s❀ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❣❡♥❡s

t❤❛t ❛r❡ ✉♥✐q✉❡❧② ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✺✻ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡

♦rt❤♦❧♦❣s ✐♥ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✽✺✪ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✬ ♥❡t✇♦r❦s r❡s✉❧ts❀ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❣❡♥❡s

❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ✈❛r✐♦✉s ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❜✐♦s②♥t❤❡s✐s✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✶✸ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡

❊❘●♦st❡r♦❧ ❜✐♦s②♥t❤❡s✐s ❣❡♥❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✹ ♦❢ t❤❡s❡ ❣❡♥❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ♠❛r❦❡❞ ❛s

❡ss❡♥t✐❛❧ ✭❨◆❑✶✱ ❈P❆✷✱ P❋❑✷✱ ❖P■✸✮❀ ♥♦t❛❜❧②✱ ❨◆❑✶ ❛♥❞ P❋❑✷ ❛r❡ t❤❡ ♠❛♥❞❛✲
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✭❛✮ ❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ▼◆s ❛❝t✐✈❡ ❣❡♥❡s ❢♦r
t❤❡ ✹ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❝♦✈❡r ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r✈❛❧s✱
❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳

✭❜✮ ◗✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s
s❤❛r❡❞ ❜② ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ✉s✐♥❣ ❛ ❇▲❆❙❚♣
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❘❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r t❤❡ ✹ ❋✉♥❣✐ s♣❡❝✐❡s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

t♦r② ❣❡♥❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❡❛t❡st ✐♠♣❛❝t ✐♥ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐♦♠❛ss ♣r❡❝✉rs♦rs

✐♥ t❤❡ ②❡❛st ♠♦❞❡❧✳

✹✳✹ ❋✉rt❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❜r♦❛❞✲s♣❡❝tr✉♠ ♠♦❞❡❧s

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❢r♦♠ ▼✳❣❡♥✐t❛❧✐✉♠ t♦

❍✳s❛♣✐❡♥s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ♦♥ t❤❡♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ■ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡

r❡s✉❧ts ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✉s✐♥❣ ❛❧s♦ ❛ ❤❡❛t♠❛♣ ❛♥❞ ❛ ❤✐❡r❛r❝❤✐❝❛❧ ❝❧✉st❡r ❛♥❛❧②s✐s ✭❋✐❣✲

✉r❡ ✹✳✶✶✮ t♦ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts❀ ■ ✉s❡❞ t❤❡ ❑❊●● ❖rt❤♦❧♦❣② ✐♥❢♦r♠❛✲

t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❣❡♥❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♦r❣❛♥✐s♠s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❏❈❱■✲s②♥✸✳✵

♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❣❡♥❡s❬✶❪ ❛s ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦✳ ❚❤❡ ❝❧✉st❡r✐♥❣ s❤♦✇s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❞✐✈✐s✐♦♥

♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❡s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s ❦❡❡♣ ❛ s♣❡❝✐✜❝✐t②✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤

✐t ❞♦❡s ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❡①❛❝t t❛①♦♥♦♠②✳ r❡s✉❧ts✳ ❚❤❡ ❡✉❦❛r②♦t✐❝ ❛♥❞ ♣r♦❦❛r②♦t✐❝

♦r❣❛♥✐s♠s ❤❛✈❡ ✐♥ ❢❛❝t ♠♦r❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t✇♦ ❣r♦✉♣s ❡✈❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣

t❤❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ❛♥❞ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡s ♦♥❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ s❤♦✇s ✐♥st❡❛❞ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❇▲❆❙❚♣ s❡❛r❝❤ ✉s✐♥❣

t❤❡ ❏❈❱■✲s②♥✸✳✵✶✷ ❣❡♥❡s ❛s ❛ q✉❡r② ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s✳ ▼♦r❡ t❤❛♥ ❤❛❧❢

♦❢ t❤❡ ❏❈❱■✲s②♥✸✳✵ ❣❡♥❡s ❤❛✈❡ ♥♦ ❤✐t ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♦r❣❛♥✐s♠s✱ ❜✉t t❤✐s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✱
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❇▲❆❙❚♣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s❀ ❡✈❡r② ❝♦❧✉♠♥ ✐s ❛
❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ❣❡♥❡✱ ❛♥❞ ❛ ❤✐t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ r♦✇ ✐s ❝♦❧♦✉r❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ✇❤✐t❡
s♣❛❝❡ ♠❡❛♥s ♥♦ ❤✐t ✐♥ t❤❛t ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡s ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ●❖ s❧✐♠
❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✳

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s s✐♠✉❧❛t❡ ♦♥❧② t❤❡ ❝❡❧❧✉❧❛r ♠❡t❛❜♦❧✐s♠✳ ❚❤❡

❏❈❱■✲s②♥✸✳✵ ❤❛s ✐♥ ❢❛❝t ♦♥❧② ✽✷ ❣❡♥❡s ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❣r♦✉♣❬✷❪ ❛♥❞

♦♥❧② ✶✺✺ ❣❡♥❡s ✇❡r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ✐ts ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s❬✶❪✳

✹✳✹✳✶ ❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s ♠✐♥✐♠❛❧ ❣❡♥♦♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♠♦st

♦❢ t❤❡ ❦❡♣t ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❝❛r❜♦♥ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠ ❣r♦✉♣✱

❝❧❡❛r❧② r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ s✉r✈✐✈❛❧ ❛❝r♦ss t❤❡ ❝❡❧❧s ✐♥ ✐ts ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✲

✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡s ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❣r♦✉♣s ✭❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✮

s❤♦✇ ❛ ❧♦✇❡r ♦r ♥✉❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✾ ❣❡♥❡s

✭✺✻ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧s♦ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡s✮ ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛♥❞❛t♦r②

❣❡♥❡s ♦❢ ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ❛s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❇▲❆❙❚♣ s❡❛r❝❤✱ ✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡♠❜r❛♥❡ tr❛♥s♣♦rt ❣r♦✉♣ ✐❢ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❡✉❦❛r②♦t✐❝
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ●❧♦❜❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞②✱ ❝♦♥s✐❞✲
❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡✐r
❑❊●● ❖rt❤♦❧♦❣② ❛♥♥♦t❛t✐♦♥✱ s♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡
r❡s✉❧ts ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❛ ❤❡❛t♠❛♣ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠♦r❡ ❛♥❞ ❧❡ss s✐♠✐❧❛r ♠♦❞❡❧s ✐♥
t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ▼◆s ❢♦✉♥❞✳ ❊❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t ✐✱❥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥❞❛t♦r②
❣❡♥❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐ t❤❛t ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s ♦❢ ♠♦❞❡❧
❥✳ ❚❤❡ ❡♥t✐r❡ ❣❡♥♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❏❈❱■✲s②♥✸✳✵ ✐s ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞

♦r❣❛♥✐s♠s❀ ✸ ❣❡♥❡s ♦✉t ♦❢ ✾ ❡♥❝♦❞❡ ❆❚P s②♥t❤❛s❡ s✉❜✉♥✐ts✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r ✻

✭■PP✶✱ ❙❍▼✶✱ ▲P❉✶✱ ❘P❊✶✱ P❋❑✷✱ ❆▲❉✻✮ ❡♥❝♦❞❡ ❡♥③②♠❡s ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ❢✉♥❝✲

t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠✳ ❚❤❡ ♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐s✱ ✉♥s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ ✇✐t❤

t❤❡ ▼✳❣❡♥✐t❛❧✐✉♠ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ✶✹✼ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ s②♥✸✳✵❀ ♦♥❧②

✽✾ ♦❢ t❤❡s❡ ❣❡♥❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❤❛✈❡ ❛ s✐♠✐❧❛r✐t② ✇✐t❤ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✶✺✺ ❣❡♥❡s ✐♥ t❤❡

s②♥✸✳✵ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆❧♠♦st ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ✺✽ ❣❡♥❡s ✇✐t❤ ♥♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ✐♥

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✇✐t❤ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲

✐♥❣ ❣❡♥❡s ✐♥ t❤❡ ▼✳❣❡♥✐t❛❧✐✉♠ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❣r♦✇t❤

✻✾
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❇✐♦❧♦❣②
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Saccharomyces cerevisiae

Schizosaccharomyces pombe

Pichia pastoris

Yarrowia lipolytica

Cricetulus griseus (CHO)

Mus musculus

Homo sapiens

Arabidopsis thaliana

Phaeodactylum tricornutum

Chlamydomonas reinhardtii

Methanosarcina acetivorans

Salmonella enterica

Geobacter metallireducens

Helicobacter pylori

Synechococcus elongatus

Escherichia coli

Thermotoga maritima

Mycobacterium tuberculosis

Staphylococcus aureus

Bacillus subtilis

Mycoplasma genitalium

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇▲❆❙❚♣ s❡❛r❝❤✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✱
✉s✐♥❣ t❤❡ ❏❈❱■✲s♥✸✳✵ ❣❡♥❡s ❛s ❛ q✉❡r② ✈s ❛❧❧ t❤❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡
♦r❣❛♥✐s♠s✳ ❆❧❧ t❤❡ ❣❡♥❡s✱ ♦♥❡ ♣❡r ❝♦❧✉♠♥✱ ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② s❡❝♦♥❞❛r② ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❝❧❛ss❡s✳

r❡❛❝t✐♦♥ ♦r t♦ ✈❛r✐♦✉s ❞✐♣❡♣t✐❞❡ tr❛♥s♣♦rt r❡❛❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✱

♠♦st ♦❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❋♦❧❧♦✇✲

✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❊ss❡♥t✐❛❧✱ ◗✉❛s✐✲❊ss❡♥t✐❛❧ ❛♥❞ ◆♦♥✲❊ss❡♥t✐❛❧ ♦❢ t❤❡ s②♥✸✳✵

❣❡♥❡s❬✶❪✱ ■ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥ts ❛❝r♦ss t❤❡ ♦r❣❛♥✐s♠s✳

❚❤❡ ❊ss❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ♣r❡s❡♥t✱ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ ✐♥ ♦t❤❡r ♦r❣❛♥✐s♠s✬ ♠❛♥❞❛t♦r②

❣❡♥❡s t❤❛♥ t❤❡ ✶✸ ◆♦♥✲❊ss❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡s✱ s❤♦✇✐♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤

t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ✏♠✐♥✐♠❛❧✑ ❝❡❧❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✵❜✮✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❝♦♠✲

♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❏❈❱■✲s②♥✸✳✵✱ ■ ✜♥❛❧❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦✉r ♦t❤❡r ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧

❣❡♥♦♠❡s st✉❞✐❡s❬✼✹✱ ✶✺✱ ✽✹✱ ✽✺❪ ❢♦r ❊✳❝♦❧✐ ❛♥❞ ❇✳s✉❜t✐❧✐s✱ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✉s✐♥❣

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✵✮ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞

❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s❤❛r❡❞ ❣❡♥❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s✳
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❇✐♦❧♦❣②

Organisms Model Genes Ess Thr Medium #MNs 
max 
KOs 

min 
KOs 

mean 
KOs 

Mandatory Genes 

Saccharomyces 
cerevisiae 

yeast8.3.1 1133 254 

1% 

SD 1039 669 641 658.63 
59+2

0 

50
+ 

21 11
+ 

28 

Minimal Aerobic 1051 676 654 667.41 
57+1

6 

C13 1042 672 648 663.45 
58+1

8 

Nitrogen Base 1046 676 653 667.42 
57+1

9 

Glucose Aerobic 1063 676 653 668.00 
57+1

6 

Glucose 
Anaerobic 

1014 717 683 707.36 
20+1

6 
20
+ 

19 
Minimal 
Anaerobic 

1014 716 687 707.72 
20+2

1 

10
% 

SD 1047 682 640 667.59 
39+2

1 

39
+ 

22 
9+ 
21 

Minimal Aerobic 1031 683 653 672.99 
40+2

3 

C13 1070 681 648 669.12 
40+2

4 

Nitrogen Base 1038 685 645 672.42 
40+2

1 

Glucose Aerobic 1067 684 655 673.05 
40+2

6 

Glucose 
Anaerobic 

1045 722 691 712.18 
13+1

9 
13
+ 

18 
Minimal 
Anaerobic 

1035 722 688 712.10 
13+1

8 

Schizosaccharomyces 
pombe 

iSchpo_9
72h 

1065 360 1% SD 1109 516 495 511.15 
113+

5 
  

Pichia pastoris Kp1.0 720 230 1% SD 1504 425 396 419.02 17+3   

Yarrowia lipolytica 
iYL619_P
CP 

619 N/A 1% SD 1250 434 404 423.48 
125+

7 
  

Cricetulus griseus (CHO) iCHOv1 1766 N/A 1% Default 400 1614 
156

7 
1595.87 90+1 

  

Mus musculus iMM1415 1375 N/A 1% Default 539 1181 
110

7 
1164.95 

113+
9 

  

Homo Sapiens Recon3D 2248 N/A 1% Default 284 2131 
207

8 
2113.90 34+2 

  

Arabidopsis thaliana AraGEM 1404 N/A 1% Default 537 1282 
126

2 
1274.83 43+2 

  

Phaeodactylum 
tricornutum 

iLB1027_l
ipid 

1027 N/A 1% Default 12 656 615 644.75 
241+

5 
  

Chlamydomonas 
reinhardtii 

iRC1080 1086 N/A 1% Default 711 839 795 824.64 
142+

7 
  

Methanosarcina 
acetivorans 

iMB745 745 N/A 1% Default 1003 459 441 454.15 
227+

2 
  

Salmonella enterica 
STM_v1_
0 

1271 N/A 1% Default 545 951 926 943.74 
250+

5 
  

Geobacter 
metallireducens 

iAF987 987 N/A 1% Default 723 604 584 598.63 
284+

4 
  

Helicobacter pylori iIT341 339 N/A 1% Default 199 101 97 98.91 
229+

0 
  

Synechococcus 
elongatus 

iJB785 785 N/A 1% Default 794 270 239 264.46 
463+

7 
  

Escherichia coli iJO1366 1367 113 1% LB 600 1037 
100

2 
1024.61 

128+
14 

  

Thermotoga maritima iLJ478 482 N/A 1% Default 1562 269 259 266.91 
181+

2 
  

Mycobacterium 
tuberculosis 

iNJ661 661 N/A 1% Default 1110 392 370 387.80 
218+

3 
  

Staphylococcus aureus iSB619 619 N/A 1% Default 1198 375 364 372.21 
194+

2 
  

Bacillus subtilis iYO844 844 97 1% LB 1017 605 583 
598.397

2 
81+9 

  

Mycoplasma genitalium iPS189 190 N/A 1% Default 4 28 27 27.5 
159+

0 
  

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ▼♦❞❡❧s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡s s✐♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠
❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ◆❡t✇♦r❦s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆ ❉❡❢❛✉❧t
♠❡❞✐✉♠ ❡♥tr② ✐♥ t❤❡ ▼❡❞✐✉♠ ❝♦❧✉♠♥ r❡❢❡rs t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ t❤❛t ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❝❤❛♥❣❡❞ ❢r♦♠
✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡tt✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥ ✈❛❧✉❡ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡s ❛❧✇❛②s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ▼◆s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛t
❧❡❛st t❤❡ ✽✺✪ ♦❢ t❤❡ ▼◆s ❜✉t ♥♦t ✐♥ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠✳ ❋♦r ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s
s❤♦✇ t❤❡ s❤❛r❡❞ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s ✐♥ t❤❡ ❛❡r♦❜✐❝ ♦r ❛♥❛❡r♦❜✐❝ r❡s✉❧ts✱ ♦r ✐♥ ❜♦t❤ t②♣❡s✳
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❇✐♦❧♦❣②

✹✳✺ ▼❡t❤♦❞s

✹✳✺✳✶ ▼♦❞❡❧s

❚❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤✐s st✉❞② ❛r❡ t❤❡ ✷✶ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✷✶ ❞✐✛❡r✲

❡♥t ♦r❣❛♥✐s♠s✱ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❞❡❡♣

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣r♦❦❛r②♦t✐❝ ❛♥❞ ❡✉❦❛r②♦t✐❝ ♦r❣❛♥✐s♠s t❤❡♠s❡❧✈❡s

❛♥❞ t❤❡✐r ♠❡t❛❜♦❧✐s♠✱ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✈❛r② s❡♥s✐❜❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❣❡♥❡s✱

♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ❛♥❞ r❡❛❝t✐♦♥s✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❞✐❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡✱

■ ✉s❡❞ ✸ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧ t♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✭②❡❛st ✼✳✻❬✺✶❪✱ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ②❡❛st

✼✳✻❬✻✶❪✱ ②❡❛st ✼✳✻ ✇✐t❤ ❋❡ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠❬✽✻❪✱ ✐▼▼✾✵✹❬✽✼❪✮✳

❑♥♦❝❦❖✉t s✐♠✉❧❛t✐♦♥

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ r❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡s ♦❢

t❤❡ ♦r❣❛♥✐s♠✳ ❆♥ ❛rr❛② ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ❣❡♥❡s ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ ♠❛♥②

♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡s✳ ❚❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥✲

♥❡❝t♦rs ❆◆❉✱ ❖❘✱ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✐s♦❡♥③②♠❡s ❛♥❞ ♣r♦t❡✐♥ ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡

♦r ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❛rr❛②✱ ✇❤✐t ❛ ❚r✉❡

✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r❡s❡♥t ❣❡♥❡s ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❊✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❛rr❛②✳ ❚❤❡ ✇✐❧❞

t②♣❡ ✐s s♦ t❤❡ ❛❧❧ ❚r✉❡ ❛rr❛② ❛♥❞ ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ♠✉t❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ✹✳✺✳✸✮ ✐s t❤❡ s✇✐t❝❤ ♦❢

♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛②✳

✹✳✺✳✷ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡❞✐❛

❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧

❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ ❜✐❣ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ❜♦t❤ ✐♥ t❡r♠ ♦❢

t❤❡ ♠❡r❡ ❜✐♦♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✢✉①❡s ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧

r❡❛❝t✐♦♥s✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥s

❜♦✉♥❞s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠❡❞✐❛ ❢♦r ❊✳❝♦❧✐ ❛♥❞ ❇✳s✉❜t✐❧✐s ✇❛s ❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♠✉❧❛t❡❞

▲✉r✐❛✲❇❡rt❛♥✐ ♠❡❞✐✉♠ ❬✺✾❪ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ r✐❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋♦r ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✼ ❞✐✛❡r❡♥t
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙②♥t❤❡t✐❝

❇✐♦❧♦❣②

s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❡❞✐❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✮❀ ✇❤✐❧❡ t✇♦ ❛r❡ ❡♥t✐r❡❧② t❛❦❡♥

❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ♦t❤❡r t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡ ❛ ❦♥♦✇♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❜✉t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②

❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ❜♦✉♥❞s❀ ✜♥❛❧❧② t✇♦ ♠❡❞✐❛ ✇❡r❡ ❡♥t✐r❡❧② ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞

❜② ❛ s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ t❛s❦✳

❆❧❧ t❤❡ ♠❡❞✐❛ ✉s❡s ●❧✉❝♦s❡ ❛s ❛ ❈❛r❜♦♥ ❙♦✉r❝❡❀ ❲❛t❡r ❛♥❞ ❖①②❣❡♥ ✭✇❤❡♥

♣r❡s❡♥t✮ ✉♣t❛❦❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❧❡❢t ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡❞✐❛✳ ❚❤❡ ❙❉ ❛♥❞ 13❈

♠❡❞✐❛ s❡tt✐♥❣s ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✻✶❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ●❧✉❝♦s❡ ✉♣t❛❦❡ r❛t❡ ❜♦✉♥❞

✐s s❡t t♦ ✶✺ mmol/gDW/h ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡❞✐❛ ❢♦r ❛ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡

r✐❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙❉ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ◆✐tr♦❣❡♥❬✽✽❪✱

●❧✉❝♦s❡❬✽✾❪ ❛♥❞ ●❧✉❝♦s❡ ❆♥❛❡r♦❜✐❝❬✽✾❪ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✭✇❡ ✉s❡❞ ❛ ♥❛♠❡

●❧✉❝♦s❡ t♦ ♥❛♠❡ t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♠❡❞✐❛ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❜✉t ❛❧❧ t❤❡ ♠❡❞✐❛

❛r❡ ●❧✉❝♦s❡✲❜❛s❡❞✮✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ t❤❡♥ s❡t ✉s✐♥❣ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❤❛t

r❡t✉r♥s ❛ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞

s❡tt✐♥❣ ✭s❡❡ ✹✳✺✳✷✮✳

❆❧♦♥❣s✐❞❡ t❤❡ ♠❡❞✐❛ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ■ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱

✐♥s♣✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❣❡♥❡s ✐♥ ❬✶✺❪✱ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❞❡✜♥❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♥❡✇

♠✐♥✐♠❛❧ ♠❡❞✐❛✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐♦♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ s❡t ❛❧❧ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❜♦✉♥❞s ❛s ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✭−103✮ ❛t

t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡♥ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② s❡t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠✱ ❝❤♦s❡♥ ❛t r❛♥❞♦♠✱ t♦ ③❡r♦✱

✐✳❡✳ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❛t ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❦❡♣t ✐❢

t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜✐♦♠❛ss ✐s st✐❧❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s r❡st♦r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡

♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡♣❡❛t❡❞✳ ■❢ ❛❢t❡r ❛ ♥✉♠❜❡r tol ♦❢ ❛tt❡♠♣ts ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥ t♦

❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ✐s ♥♦t s❡❧❡❝t❡❞✱ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s

❝❛❧❧❡❞✳ ❆❧❧ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ r❡♠♦✈❛❧s ❛r❡ t❡st❡❞ ✐♥ ✐t✱ ❛♥❞ ✐❢ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♦♥❡ ✐s ❢♦✉♥❞ ✐s

r❡t✉r♥❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡♥❞s ❛♥❞ r❡t✉r♥s ❛♥

❡♠♣t② ❛rr❛②✱ s✐♥❝❡ ♥♦ ❢✉rt❤❡r ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❜♦✉♥❞s ❝❛♥ ❜❡ s❡t t♦ ③❡r♦✳ ❚❤❡

❣❧✉❝♦s❡✱ ♦①②❣❡♥ ❛♥❞ ✇❛t❡r ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ✜①❡❞ ❛♥❞ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s s❡t ✉♣ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ●r♦✇t❤ ❘❛t❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❛♥❞

t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ♠❡❞✐❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥ ❡✈❡r② st❡♣✳ ■ ♠❛♣♣❡❞ t❤❡

❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✉s❡❞ ♦♥❧② t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♦♥❡s✳

❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❜✐♦♠❛ss❡s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛r❡ t❤❡ ❉❡❢❛✉❧t ♦♥❡ ✐♥ t❤❡

❝❛s❡ ♦❢ ❛❡r♦❜✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ●❧✉❝♦s❡ ❆♥❛❡r♦❜✐❝ ▼❡❞✐✉♠ ♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❡r♦✲

❜✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛❡r♦❜✐❝ ❝❛s❡ ♥♦ ❢✉rt❤❡r s❡tt✐♥❣s ✇❡r❡ r❡q✉✐r❡❞✱ ✐♥ t❤❡
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙②♥t❤❡t✐❝

❇✐♦❧♦❣②

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡❞✐❛ ❆❧❣♦r✐t❤♠

♣r♦❝❡❞✉r❡ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡❞✐❛✭♠✐♥●r♦✇t❤✱ ♠♦❞❡❧s✱ t♦❧✮
Fluxes = getExchangeReaction(models)
i = 0
✇❤✐❧❡ i < tol ❞♦

BackUp = Fluxes
F luxes = remove(rand(Fluxes))
✐❢ FBA(models, F luxes) >= minGrowth t❤❡♥

i = 0
❡❧s❡

Fluxes = BackUp
i = i+ 1
✐❢ i == tol t❤❡♥

Fluxes = exhProc(Fluxes,model,minBiomass)
✐❢ ¬(isempty(Fluxes)) t❤❡♥

i = 0
r❡t✉r♥ Fluxes

❛♥❛❡r♦❜✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ♠❛❞❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥ ❛❞❞✐✲

t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✳ ■♥ t❤❡ ②❡❛st ✼✳✻ ❜❛s❡❞

♠♦❞❡❧s ■ ❛❞❞❡❞ t❤❡ ✶✹✲❞❡♠❡t❤②❧❧❛♥♦st❡r♦❧ ✉♣t❛❦❡ r❡❛❝t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥

t❤❡ ✐▼▼✾✵✹ ♠♦❞❡❧ ✱ ❜✉t ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ❛♥❛❡r♦❜✐❝ ❣r♦✇t❤ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r✳ ❱✐❝❡

✈❡rs❛ ✐♥ t❤❡ ✐▼▼✾✵✹ t❤❡ ❧✐♥♦❧❡❛t❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ■♥ t❤❡ ②❡❛st ✼✳✻✰❋❡

t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞ ✐s ❛❧s♦ r❡q✉❡st❡❞✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ▲✲♠❡t❤✐♦♥✐♥❡✳

❆❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ❢❛tt② ❛❝✐❞s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♥❛❡r♦❜✐❝ ❣r♦✇t❤ ❬✾✵❪❬✽✼❪❬✶✾❪ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t

✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡ ②❡❛st ✼✳✻ ❜❛s❡❞ ♠♦❞❡❧s ❛♥♦t❤❡r ❝❤❛♥❣❡ ❤❛❞ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡✱

♥❛♠❡❧② t❤❡ ❍❡♠❡✲❛ ✇❛s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♣s❡✉❞♦✲r❡❛❝t✐♦♥✱

❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✶✾❪✳ ■ t❤❡♥ s❡❧❡❝t❡❞ t✇♦ ♠❡❞✐❛ ♦✈❡r t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♥❛♠❡❞ t❤❡♠

✧▼✐♥✐♠❛❧✧✱ ♦♥❡ ✐♥ ❛❡r♦❜✐❝ ❛♥❞ ♦♥❡ ✐♥ ❛♥❛❡r♦❜✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡❞✐❛ ✐♥✈♦❧✈❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✹ ❛♥❞ ✾ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ●❧✉❝♦s❡✱ ❖①②❣❡♥ ❛♥❞ ❲❛t❡r✳

❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛❡r♦❜✐❝ ♠❡❞✐✉♠ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ●❧✉❝♦s❡ ❆❡r♦❜✐❝✱ ✇✐t❤ ♦♥❧②

t✇♦ ❧❡ss ❝♦♠♣♦✉♥❞s ♣r❡s❡♥t✱ ✐✳❡✳ ♣♦t❛ss✐✉♠ ❛♥❞ s♦❞✐✉♠✱ ❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛♠♠♦♥✐✉♠✱

✐r♦♥✱ ♣❤♦s♣❤❛t❡ ❛♥❞ s✉❧♣❤❛t❡✳ ■♥ ❛❧❧ t❤❡ r✉♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✶✷✽✮ t❤✐s ✇❛s t❤❡

♦♥❧② ♠❡❞✐✉♠ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇✐♦♠❛ss ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❉❡❢❛✉❧t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❖♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡✱ ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❡r♦❜✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐♥ ✶✷✽ tr✐❛❧s✱ ✽✾ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❞✐❛

✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ✢✉①❡s ❛r❡ ❧❡❢t ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞✱
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙②♥t❤❡t✐❝

❇✐♦❧♦❣②

s♦ ✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ❢r♦♠

t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❜✐♦♠❛ss ✈❛❧✉❡✱ ❡✳❣✳ ♦t❤❡r ❝❛r❜♦♥ s♦✉r❝❡s✱ ♦r ❛♠✐♥♦

❛❝✐❞s✱ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞❡❧❡t✐♦♥ ♦❢ ♦t❤❡r ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥s✱ ❧❡❛❞✐♥❣

t♦ ✉♥r❡❛❧✐st✐❝ ✉♣t❛❦❡ r❛t❡s ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ✇❛s

♠❛♥✉❛❧❧② s❡❧❡❝t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts✳

❇♦✉♥❞s ❞❡✜♥✐t✐♦♥

❲✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙❉ ▼❡❞✐✉♠ ❛♥❞ 13C ▼❡❞✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❬✻✶❪

✇✐t❤ ❞❡✜♥❡❞ ❜♦✉♥❞s ❢♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥s✱ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡❞✐❛ ❛r❡

s✐♠✉❧❛t❡❞ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❜♦✉♥❞s t♦ ❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❧❡✈❡❧ ✭−103✮✳ ■♥ ♦r❞❡r

t♦ ♥❛rr♦✇ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♣t❛❦❡ ✢✉①❡s✱ ■ ✉s❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧s✲♦r✐❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦

r❡❞❡✜♥❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥s✳

❯s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❋❧✉① ❱❛r✐❛❜✐❧✐t② ❆♥❛❧②s✐s ■ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡

♠✐♥✐♠✉♠ ✢✉① ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s t❤❛t ❡♥s✉r❡ t❤❡ ●r♦✇t❤ ❘❛t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡

❋❇❆✱ ✉s✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ r❡❛❝t✐♦♥✱ ■ t♦♦❦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠

♦✈❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧s r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❋❱❆ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✉♣t❛❦❡ ♦❢ t❤❛t

♠❡t❛❜♦❧✐t❡s✱ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✢✉①❡s ✐❢ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣

❛ ✢✉① ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t t♦ t❤❡ ❝❡❧❧✮✳ ❚❤❡ r♦✉♥❞❡❞ ❞♦✇♥ ✈❛❧✉❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡

✜rst t✇♦ ❞❡❝✐♠❛❧ ❞✐❣✐ts✱ ✐s t❤❡ ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❛t r❡❛❝t✐♦♥✳

❙❡❡ ❚❛❜❧❡s ✹✳✷ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♠❡❞✐❛ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡

❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

✹✳✺✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ■ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ ❢♦r ♦❜t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐✲

♠❛❧ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ♦r❣❛♥✐s♠s ❛♥❞ t❤❡

♠❡❞✐❛✳ ■♥ t❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s ❛♥ ❡✈♦❧✉✲

t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❛①✐♠✐③✐♥❣

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❑❖✳ ❊✈❡r② ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥✱

✐✳❡✳ ❛ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡s t❤❛t ❛r❡ ❦♥♦❝❦❡❞ ♦✉t✳ ❚❤❡② ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❛rr❛②✱

✇✐t❤ ❡✈❡r② ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❣❡♥❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✵

✭❢❛❧s❡✮✱ t❤❡ ❣❡♥❡ ✐s st✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✐s ❦♥♦❝❦❡❞ ♦✉t✳
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙②♥t❤❡t✐❝

❇✐♦❧♦❣②

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❆❧❣♦r✐t❤♠

♣r♦❝❡❞✉r❡ ❊❆✭pop✱ gen✱ model✱ minBiomass✮
P = initPop(pop)
❢♦r i = 1 : gen ❞♦

Pt = geneticOperator(Pi−1,model,minBiomass)
Pt = sortPop(Pt ∪ Pi−1)
Pt = Pt(1 : pop)
Pi = aging(Pt, Pi−1)
saveResult(Pi)

R = loadResults()
minSol = findMinimalSolutions(R)
r❡t✉r♥ minSol

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛❧❧ ✇✐❧❞ t②♣❡ str❛✐♥s✱ ✐✳❡✳ ❛❧❧✲③❡r♦s ❛rr❛②s✳ ❉✉r✲

✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✜rst ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ❝❛❧❧❡❞✳

■t s❡❧❡❝ts ❛ ♥❡✇ ♣♦ss✐❜❧❡ ❦♥♦❝❦♦✉t ♦✈❡r ❛❧❧ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛❝t✐✈❡ ❣❡♥❡s ✐♥ t❤❡ str❛✐♥

❛♥❞ ✐t ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ♥❡✇ ●r♦✇t❤ ❘❛t❡✳ ■❢ t❤❡ ●r♦✇t❤ ❘❛t❡ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t

t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐s ❦❡♣t ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥t ✇✐❧❧ ❡♥t❡r ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ♦t❤❡r✇✐s❡

t❤❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ ✐s r❡♣❡❛t❡❞✱ t✐❧❧ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❦♥♦❝❦♦✉t ✐s r❡❛❝❤❡❞ ♦r ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r

♦❢ tr✐❛❧s ✭✶✵✮ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❚❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦✈❡r t❤❡ ●r♦✇t❤ ❘❛t❡ ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ str❛✐♥s ❝❛♥ ♥♦t ❤❛✈❡

❛ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✾✾✪ ♦❢ t❤❡ ❲✐❧❞ ❚②♣❡ ♦♥❡✳

❚❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ♦♣❡r❛t♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♥str✉❝ts ❛♥ ♦✛s♣r✐♥❣ ❢♦r ❡✈❡r② ♣❛r❡♥t ♣♦✐♥t ✐♥

t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♥❡✇ ♣♦✐♥ts ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ♦✛s♣r✐♥❣ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡

✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❡♥ts ♦♥❡ ✐s t❤❡♥ s♦rt❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ sortPop ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡

✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ s♦rt✐♥❣ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣♦✐♥ts t❤❛t ✇❡r❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♥❡✇ ❦♥♦❝❦♦✉t

s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐s❝❛r❞❡❞✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞♦ t❤✐s t❤❡ ▼❛♥❤❛tt❛♥ ❉✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡s

♦❢ ♣♦✐♥ts ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❚❤❡ ▼❛♥❤❛tt❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s♦❧✉t✐♦♥s p ❛♥❞

q ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❧♦✇❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥❣❡s ✭❢r♦♠ ✶ ♦ ✵ ♦r

✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❛rr❛② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✮ t❤❛t ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡

s♦❧✉t✐♦♥s q st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s p✳ ■❢ t✇♦ ♣♦✐♥ts p, q ∈ P ❤❛✈❡ ❛ ▼❛♥❤❛tt❛♥

❉✐st❛♥❝❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✱ ❛♥❞ p ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❑❖ t❤❛♥ q ❤❛s✱ ✐✳❡✳ nKO(p) =

nKO(q)+1✮✱ ✇❡ s❛② t❤❛t p ❞♦♠✐♥❛t❡s q✳ ❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❧❡t ✉s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦♥✲

❞♦♠✐♥❛t❡❞ ♣♦✐♥ts ❛s t❤❡ ♦♥❡s t♦ ❜❡ ❦❡♣t✳ ■ ❛ss✐❣♥ t❤❡♠ ❛ ♥✉♠❜❡r ✶ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦

✼✻



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙②♥t❤❡t✐❝

❇✐♦❧♦❣②

t❤❡ ✜rst ❢r♦♥t ❀ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❡♥ r❡♣❡❛t❡❞ ✐❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛❧r❡❛❞② ❧❛❜❡❧❧❡❞✱

✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢r♦♥t ❛♥❞ s♦ ♦♥✳

❚❤❡ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ❢r♦♥t ✈❛❧✉❡ ❛r❡ t❤❡♥ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♦t❤❡rs✱ ❜✉t

❛❧s♦ ❛ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❢r♦♥t ✐s ♥❡❡❞❡❞✳ ❚❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐s

❜❛s❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦♥ t❤❡ ▼❛♥❤❛tt❛♥ ❉✐st❛♥❝❡✳ ❋♦r ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ■ ❛ss✐❣♥ ❛ ✈❛❧✉❡✱ ✐✳❡✳

t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛♥❤❛tt❛♥ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✐t ❛♥❞ ✐ts ❝❧♦s❡st ✶✵ ♥❡✐❣❤❜♦✉rs

✭❛❧✇❛②s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ▼❛♥❤❛tt❛♥ ❞✐st❛♥❝❡✮✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢r♦♥t t❤❡ ♣♦✐♥ts t❤❛t

❤❛✈❡ t❤❡ ❣r❡❛t❡r ✈❛❧✉❡ s♦ ❞❡✜♥❡❞ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛

❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ●❡♥❡t✐❝ ❖♣❡r❛t♦r

❢✉♥❝t✐♦♥ ❣❡♥❡t✐❝❖♣❡r❛t♦r✭P ✱ model✱ minBiomass✮
❢♦r ❛❧❧ p ∈ P ❞♦

ntrials = 0
isFeasible = 0
✇❤✐❧❡ ntrials < 10 ❛♥❞ ¬isFeasible ❞♦

pt = selectNewRandKO(p)
✐❢ (1 + FBA(p,model)/minBiomass) < 0.01 t❤❡♥

p = pt
isFeasible = 1

❡❧s❡

ntrials = ntrials+ 1

r❡t✉r♥ P

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ❙♦rt✐♥❣ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ s♦rtP♦♣✭P ✮
KOs = getKOs(P )
i = 1
✇❤✐❧❡ ∃p ∈ P : ∄(p.front) ❞♦

❢♦r ❛❧❧ p ∈ P ❞♦

Dp = ManhattanDistance(p, P )
✐❢ ∄(q ∈ P : Dp(q) == 1 ❛♥❞ KOs(q) == KOs(p) + 1 t❤❡♥

p.front = i

p.dist = sort(Dp, npoints)

i = i+ 1

r❡t✉r♥ P

✼✼



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙②♥t❤❡t✐❝

❇✐♦❧♦❣②

❆❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❛ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡✐r ❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❛❣❡ ❝❛♥

❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❧❛st ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t✳

■❢ ❛ ♣♦✐♥t ✇❛s ♥♦t ✐♠♣r♦✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐t ✐s ❛

❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ ❜❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■❢ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ♠♦r❡ ❦♥♦❝❦♦✉ts

t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ str❛✐♥ t❤❛t s❛t✐s✜❡s t❤❡ ●r♦✇t❤ ❘❛t❡ ❝♦♥str❛✐♥t❀ t❤❡r❡

✐s ♥♦ ♣♦✐♥t t❤❡♥ ✐♥ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤✐s ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❣❡ ✐s t❤❡♥ ✉s❡❞ ❛s

t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ❛ s✐❣♠♦✐❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❜❡

❞✐s❝❛r❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✮✳

■❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❤❛s t♦ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞✱ t❤❡ Backtracking ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞✳ ❚❤✐s

❢✉♥❝t✐♦♥ s✐♠♣❧② s❡❧❡❝t ❛ r❛♥❞♦♠ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡s ❦♥♦❝❦❡❞ ♦✉t ✐♥ t❤❡ str❛✐♥ ❛♥❞ t✉r♥

t❤❡♠ ♦♥✱ ❣♦✐♥❣ ✉♣ ✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ tr❡❡ ✭♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥ ❛ ♥♦❞❡ t❤❛t ❤❛s ❛❧r❡❛❞②

❜❡❡♥ ✈✐s✐t❡❞✮✳ ■❢ t❤❡ ♥❡✇ str❛✐♥ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ●r♦✇t❤ ❘❛t❡ ❝♦♥str❛✐♥t✱ t❤❡♥ ✐t ✇✐❧❧

❜❡ t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ❆❣✐♥❣ ❋✉♥❝t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❣✐♥❣✭P ✱ Q✱ minBiomass✮
❢♦r ❛❧❧ p ∈ P ❞♦

✐❢ ∃q ∈ Q : q == p t❤❡♥

p.age = q.age+ 1
❡❧s❡

p.age = 0

✐❢ 1/(1 + exp(10− p.age/10)) < rand() t❤❡♥
p = Backtracking(p,minBiomass)

r❡t✉r♥ P

❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛ ♣♦st ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❧❛✉♥❝❤❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②

t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲

❞♦♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ s♦rt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t

❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ t❤❡♥ t❡st❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱

s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♠❡❞✐❛✳ ❆❧❧ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❑❖ ♦❢

t❤❡ ❣❡♥❡s st✐❧❧ ❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ str✐♥❣ ❛r❡ t❡st❡❞✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t ❛♥②

♦t❤❡r ❣❡♥❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ t✉r♥❡❞ ♦✛ s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❜✐♦♠❛ss ❝♦♥str❛✐♥t✳ ■❢ t❤✐s ✐s t❤❡

❝❛s❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ♠✐♥✐♠❛❧ ❛♥❞ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts

r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

✼✽



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙②♥t❤❡t✐❝

❇✐♦❧♦❣②

P❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

❚❤❡ ✉s✉❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❛ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ s✐③❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✵✵

❛♥❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ❡q✉❛❧ t♦ ✺✱✵✵✵✳ ❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①♣❧♦r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❡♥ ❡q✉❛❧ t♦

✺✵✵✱✵✵✵ ✭♣♦t❡♥t✐❛❧❧② t♦ ❜❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ✶✵ ✐❢ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r

♦❢ tr✐❛❧s ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡t✐❝ ♦♣❡r❛t♦r✮✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ❡①♣❧♦r❡❞

✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤✐s✳ ■♥ t❤❡ ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡ ②❡❛st ✽✳✸✳✶ ♠♦❞❡❧✱

t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✸✺✵✱✵✵✵✳ ❆♠♦♥❣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ▼✐♥✐♠❛❧ ◆❡t✇♦r❦s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛❜♦✉t ✶✱✵✵✵✳ ❆♥

✐♠♣♦rt❛♥t r❡♠❛r❦ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛✇ s♦❧✉t✐♦♥s s♣❛❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

t❤❡ ②❡❛st ✽✳✸✳✶ ♠♦❞❡❧✱ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ 2879 ≃ 10264 ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❝r❡❞✐❜❧② ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞

✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❛ tr❛❞❡✲♦✛

t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞ ❞❡❡♣♥❡ss ♦❢ t❤❡

s❡❛r❝❤ tr❡❡✱ ❛♥❞ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❛st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✹✳✺✳✹ ❋r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❘❡❞✉♥❞❛♥❝② ❆♥❛❧②s✐s

❖♥❝❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡t✉r♥s t❤❡ ▼◆s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛ s❡t ♦❢ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦✉❧❞

❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❋✐rst ■ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ❦♥♦❝❦♦✉ts ❢♦r ❡✈❡r② ❣❡♥❡s✳ ❚❤r❡❡

s❡ts ♦❢ ❣❡♥❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡s✿ ✐✮ ❣❡♥❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❦♥♦❝❦❡❞ ♦✉t ✐♥ ❡✈❡r② ▼◆❀ ✐✐✮

❣❡♥❡s t❤❛t ❛r❡ ❦♥♦❝❦❡❞ ♦✉t ✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ▼◆s ❜✉t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♦t❤❡rs❀ ✐✐✐✮ ❣❡♥❡s

t❤❛t ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❛❝t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ✭❆♥♦t❤❡r ❝❛t❡❣♦r② ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧

❣❡♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r ❤♦✇ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡

t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ❦♥♦❝❦♦✉ts ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❛❧②s✐s ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❞✉♥❞❛♥❝②

♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡s❀ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ■ ❝♦♥s✐❞❡r ♠♦r❡ ♦r ❧❡ss r❡❞✉♥❞❛♥t t❤❡ ❣❡♥❡s t❤❛t

❤❛✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ♦r ❧♦✇❡r ❦♥♦❝❦♦✉ts ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ▼◆s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ❛❧s♦ ❡①t❡♥❞❡❞✱ ❢♦r ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡✱ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧ t❤❡ ▼◆s ✐♥

❛❡r♦❜✐❝ ♦r ❛♥❛❡r♦❜✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ♦r ❜♦t❤✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❣❡♥❡s t❤❛t ❛r❡ ✭❛❧♠♦st✮

❛❧✇❛②s ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t

♣r❡❞✐❝t❡❞ r♦❧❡ t❤❡② ❤❛✈❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t

♠❛r❦❡❞ ❛s ❡ss❡♥t✐❛❧ ✭❛s ✐♥ t❤❡ ②❡❛st ❝❛s❡✮✱ t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥

t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡ ✐♥ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠ ❛♥❞✴♦r ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧✱ ♦r ❡✐t❤❡r ❛ ❢❛❧s❡

♣♦s✐t✐✈❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✳
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙②♥t❤❡t✐❝

❇✐♦❧♦❣②

✹✳✺✳✺ ❇▲❆❙❚♣

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥♦t❤❡r ❛♥❛❧②s✐s ■ ♣❡r✲

❢♦r♠❡❞ ✇❛s ❛ ❝r♦ss ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❣❛♥✐s♠s r❡s✉❧ts✳ ■ ❝♦♥✲

s✐❞❡r❡❞ ❛ ❇▲❆❙❚♣ s❡❛r❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts❀ ✜rst ■ ✉s❡❞ t❤❡ ❑❊●● ♦r ♦t❤❡r

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞❛t❛❜❛s❡s ❢♦r r❡tr✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡s ✐♥ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥t ♦r❣❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ ❇▲❆❙❚♣ s❡❛r❝❤ ✇❛s t❤❡♥ ✉s❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❣❡♥❡s t❤❛t ❛r❡

❛❝t✐✈❡ ✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ▼◆s ✭❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ t❤❡ ✽✺✪ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦

❡①❝❧✉❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❧✐❡rs ✐♥ t❤❡ ▼◆s s❡t✮✳

❚❤❡ s❡❛r❝❤ ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡s✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ❣❡♥❡s✱ ❛s

t❤❡ q✉❡r② ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ♦t❤❡r ♦r❣❛♥✐s♠ t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛s t❤❡

❞❛t❛❜❛s❡✳ ❚❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t② ❝✉t✲♦✛ ✐s s❡t t♦ 10−5✳

✹✳✺✳✻ P❛t❤✇❛②✲♦r✐❡♥t❡❞ ❘♦❜✉st♥❡ss ❆♥❛❧②s✐s

❚❤❡ ♣❛t❤✇❛② r♦❜✉st♥❡ss ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ❛ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦

❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ■ ❛♣♣❧✐❡❞ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ♦♥

t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❙❉ ♠❡❞✐✉♠ ❢♦r ②❡❛st ✽✳✸✳✶ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡❛❝❤ r❡❛❝t✐♦♥

❜❡❧♦♥❣s t♦ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣❛t❤✇❛②✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛t❤✇❛②s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡q✉❛❧

t♦ ✾✶ ✭❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ❢❡✇ r❡❛❝t✐♦♥s✮✳ ❚❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ❛

♣❛t❤✇❛② ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ●r♦✇t❤ r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡

❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ✢✉①❡s ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛t❤✇❛②s✳ ▲❡t P ❜❡ ❛ ♣❛t❤✇❛②

♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧✱ ri ∈ P, i ∈ 1, . . . , n t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❛t❤✇❛② P ✱ σ

t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❛❝t✐♦♥ ✢✉①✱ δ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❧❧♦✇❛❜❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ●r♦✇t❤ ❘❛t❡ ✈❛❧✉❡✱ N t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr✐❛❧s ❛♥❞ vi, i ∈ 1, . . . , n t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

r❡❛❝t✐♦♥s ✢✉①❡s ❛♥❞ f t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ●r♦✇t❤ ❘❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❋❇❆

❢♦r t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ str❛✐♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ tr✐❛❧ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❛❝t✐♦♥ ri✱ ❛ ✈❛❧✉❡ v∗i =

vi(1− σ · µ) ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✇❤❡r❡ µ ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡r ❞r❛✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞

♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆ s❡t ♦❢ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐s t❤❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣❋❇❆ ♣r♦❜❧❡♠✱

✐♠♣♦s✐♥❣ t❤❛t lbi = ubi = v∗i ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤✇❛② P ✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ ♥❡✇

♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❋❇❆✳ ■❢ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❛❧✉❡ f ∗ ♦❢ t❤❡ ●r♦✇t❤ ❘❛t❡

✐s s✉❝❤ t❤❛t |f ∗ − f | <= δ · f t❤❛♥ t❤❡ tr✐❛❧ ✐s ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ✐♥❞❡① ❢♦r
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙②♥t❤❡t✐❝

❇✐♦❧♦❣②

t❤❡ ♣❛t❤✇❛② P ✐s ❤❡♥❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s

# ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ tr✐❛❧s

N

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ❛r❡ σ = δ = 1/100, N = 1000✳

✹✳✺✳✼ ❈♦♠♣❧❡① ◆❡t✇♦r❦ ❆♥❛❧②s✐s

❚❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ❣❡♥❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ✐t✱ ❝❛♥ ❜❡

✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❛s ❛ ❣r❛♣❤ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s

t♦ ❞♦ t❤❡ t❛s❦❬❪❀ ■ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ t②♣❡✳ ❊✈❡r② ♠❡t❛❜♦❧✐t❡

❛♥❞ ❡✈❡r② r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜❡❝♦♠❡s ❛ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡❞❣❡s ❢♦❧❧♦✇

t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s✱ ❡✳❣✳ ✐❢ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s m1,m2 ❛r❡ ❛ r❡❛❣❡♥t ❛♥❞

❛ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t✇♦ ❞✐r❡❝t❡❞ ❡❞❣❡s (m1, r), (r,m2) ❛r❡

❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡s ♥♦❞❡s ❛r❡ t❤❡♥ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛♥

❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ♥♦❞❡s✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤✳

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ r❡❛❝t✐♦♥s ✢✉①❡s ❛s t❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢

t❤❡ ❣r❛♣❤✱ ❤❛✈✐♥❣ ❝❛r❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✢✉① ❜② t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐t❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝

❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥s ✇✐❧❧

♥♦t ❜❡ ❛❝t✐✈❡ ✭✐✳❡✳ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ✢✉① ❡q✉❛❧ t♦ ✵✮ ❛♥❞ s♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♥♦❞❡s

❛♥❞ ❡❞❣❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ s✐♠♣❧✐✜❡❞✳ ❖♥❝❡ t❤❡

✇❡✐❣❤t❡❞ ❣r❛♣❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ✐t ❝❛♥ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ❜❛s✐❝ ♠❡❛s✉r❡s

❛♥❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥❡t✇♦r❦ t❤❡♦r② t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢

t❤❡ ♥❡t✇♦r❦❬✽✷❪✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ❡❞❣❡

✇❡✐❣❤ts ❛♥❞ ♥♦❞❡ ❞❡❣r❡❡s✳

✹✳✺✳✽ ❈♦❞❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ s❡tt✐♥❣

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❝♦❞❡s ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥ ▼❆❚▲❆❇ s♦❢t✇❛r❡

❜② ❚❤❡ ▼❛t❤❲♦r❦s✱ ■♥❝✳✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇❛s r✉♥ ♦♥ ▼❆❚▲❆❇ r✷✵✶✼❛

❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❛ ❍P❈ ❝❧✉st❡r ♥♦❞❡ ✇✐t❤ ✷ ■♥t❡❧ ❳❡♦♥ ❙❦②❧❛❦❡ ✻✶✹✷ ♣r♦❝❡ss♦rs✱ ✷✳✻●❍③

✶✻✲❝♦r❡ ❛♥❞ ✶✾✷●❇ ❘❆▼✱ ❖✴❙ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ▲✐♥✉① ✼✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥

▼❆❚▲❆❇ r✷✵✶✽❜ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❛ ❧❛♣t♦♣ ✇✐t❤ ❛ ■♥t❡❧ ✐✼✲✻✼✼✵❍◗ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ✷✳✻●❍③

✹✲❝♦r❡ ❛♥❞ ✶✻●❇ ❘❆▼✱ ❖✴❙ ❲✐♥❞♦✇s ✶✵ ❜② ▼✐❝r♦s♦❢t✳ ❚❤❡ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ◗✉❛❞r❛t✐❝
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙②♥t❤❡t✐❝

❇✐♦❧♦❣②

Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ Pr♦❜❧❡♠s ✇❡r❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼❆❚▲❆❇ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ●✉r♦❜✐

✈✳ ✼✳✺✳✷ s♦❢t✇❛r❡✳

✹✳✻ ❋✉t✉r❡ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥ts

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❡❧❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ r❡✜♥❡❞

❛s ❛ t♦♦❧✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❤♦✇ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞

♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t❡❞

❜✐♦♠❛ss r❡❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥✱ t❤❛t ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡ ❦❡② ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣

❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧ ❬✾✶❪✳ ■t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t

❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❜✐♦♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ♦r ❛❞❞✐♥❣ ❝♦♠♣♦✉♥❞s t❤❡

r❡s✉❧ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡♥s✐❜❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ ▼◆s ■ ❢♦✉♥❞ ❛r❡ t❤❡♥ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

s♣❡❝✐✜❝ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❧❛t❡❞ ❣❡♥❡s✱ ❛✐♠❡❞ ❛t ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧s ❛❝t✐✈✐t②

❛s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ♦r❣❛♥✐s♠s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡s ❢♦r ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❜✐♦♠❛ss ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡

❢✉t✉r❡ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ t❛s❦✱ ❛❧s♦ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱

t♦ ❡①❝❡r♣t ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛t❤✇❛②s ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❝❡❧❧s t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝

♠✐♥✐♠❛❧ ❝❡❧❧❀ t❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡✱ t❤♦✉❣❤✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❧♦❜❛❧ ✏❧✐❢❡✑ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❙✉❝❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♦r❣❛♥✐s♠s ❛s

t❤❡ ❏❈❱■✲s②♥✸✳✵✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡

♠❡t❛❜♦❧✐❝ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✱ ♥♦t❛❜❧② t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❝❛r❜♦♥ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠✱ ✐♥ ❝❡❧❧s

❢❛r ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❢r♦♠ ♠❛♥② ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈✐❡✇✳

❆♥♦t❤❡r ♠❛❥♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t t♦ t❤❡ t❛s❦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛

❜♦tt♦♠✲✉♣ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ t♦♣✲❞♦✇♥ ♦♥❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ■ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♠②

✇♦r❦✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣♦✐♥t t❤❛t ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥

♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❡♠❡r❣✐♥❣✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢r♦♠ ❥✉st ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

♥✉❝❧❡✐❝ ❛❝✐❞ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❣❡♥❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❡♠❡r❣❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢

t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ❧✐❢❡ ♦♥ ❡❛rt❤✳ ❆t t❤❡ ♠♦♠❡♥t✱ ✐t ✐s ♥♦t r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ✐♠❛❣✐♥❡ t❤❛t

s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛s ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱

s✐♥❝❡ ✐t ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛ ❞❡❡♣ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ❜❛s✐❝ ❛s♣❡❝t ♦❢ ❧✐❢❡ ❛♥❞ t❤❡r❡

✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ❤✉❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■t ✐s

t❤♦✉❣❤ ❛ ✉t♦♣✐❛♥ ❛♥❞ ❡①❝✐t✐♥❣ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ s✉❝❤ ❛s ♠❛♥② ♦t❤❡rs✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡✛♦rts ♦❢

✽✷



❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙②♥t❤❡t✐❝

❇✐♦❧♦❣②

r❡s❡❛r❝❤❡rs ❝♦✉❧❞ t❛❦❡ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝❧♦s❡r t♦ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ②❡❛rs✳
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❈❤❛♣t❡r ✹✳ ▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙②♥t❤❡t✐❝

❇✐♦❧♦❣②

❊①❝❤❛♥❣❡ ❘❡❛❝t✐♦♥
❇♦✉♥❞s

❙❉ ❈✶✸ ◆✐tr♦❣❡♥ ●❧✉❝♦s❡ ▼✐♥✐♠❛❧ ●❧✳ ❆♥❛❡r✳ ❆♥❛❡r✳ ♠✐♥✳
✭❘✮✲♣❛♥t♦t❤❡♥❛t❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✽ ✲✵✳✼✽
✹✲❛♠✐♥♦❜❡♥③♦❛t❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✽ ✲✵✳✼✽ ✲✵✳✵✶
❛❞❡♥✐♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✽
❛♠♠♦♥✐✉♠ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✶✵✵✵ ✲✶✵✵✵ ✲✼✳✹✾ ✲✼✳✺✼ ✲✼✳✺✼ ✲✶✳✻✻
❜✐♦t✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✽ ✲✵✳✼✽ ✲✵✳✵✶
❝✐tr❛t❡✭✸✲✮ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✽
❉✲❣❧✉❝♦s❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✶✺ ✲✷✵ ✲✶✺ ✲✶✺ ✲✶✺ ✲✶✺ ✲✶✺
❢♦❧✐❝ ❛❝✐❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✽
❣❧②❝✐♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✽ ✲✶✳✻✻
✐r♦♥✭✷✰✮ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✶✵✵✵ ✲✶✵✵✵ ✲✵✳✵✶ ✲✵✳✵✶ ✲✵✳✵✶
▲✲❛❧❛♥✐♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✶
▲✲❛r❣✐♥✐♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✸✶
▲✲❛s♣❛r❛❣✐♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✸✻
▲✲❛s♣❛rt❛t❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✷
▲✲❝②st❡✐♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✽
▲✲❣❧✉t❛♠❛t❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✻
▲✲❣❧✉t❛♠✐♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✷✸
▲✲✐s♦❧❡✉❝✐♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✽
▲✲❧❡✉❝✐♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✽
▲✲❧②s✐♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✽
▲✲♠❡t❤✐♦♥✐♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✽
▲✲♣❤❡♥②❧❛❧❛♥✐♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✽
▲✲♣r♦❧✐♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✽
▲✲s❡r✐♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✹✼
▲✲t❤r❡♦♥✐♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✽
▲✲tr②♣t♦♣❤❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✽
▲✲t②r♦s✐♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✶✸
▲✲✈❛❧✐♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✽
♠②♦✲✐♥♦s✐t♦❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✽ ✲✵✳✼✽ ✲✵✳✵✶
♥✐❝♦t✐♥❛t❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✽ ✲✵✳✼✽ ✲✵✳✵✶
♦①②❣❡♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✶✵✵✵ ✲✶✵✵✵ ✲✶✵✵✵ ✲✶✵✵✵ ✲✶✵✵✵
♣❤♦s♣❤❛t❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✶✵✵✵ ✲✶✵✵✵ ✲✶✳✵✼ ✲✶✳✵✽ ✲✶✳✵✽ ✲✵✳✷✹ ✲✵✳✷✹
♣♦t❛ss✐✉♠ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✶✵✵✵ ✲✶✵✵✵ ✲✵✳✵✶ ✲✵✳✵✶
♣②r✐❞♦①✐♥❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✽ ✲✵✳✼✽
r✐❜♦✢❛✈✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✽ ✲✵✳✵✶
s♦❞✐✉♠ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✶✵✵✵ ✲✶✵✵✵ ✲✵✳✵✶ ✲✵✳✵✶
s✉❧♣❤❛t❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✶✵✵✵ ✲✶✵✵✵ ✲✵✳✶✶ ✲✵✳✶✶ ✲✵✳✶✶ ✲✵✳✵✸ ✲✵✳✵✸
t❤✐❛♠✐♥❡✭✶✰✮ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✽ ✲✵✳✼✽ ✲✵✳✵✶
✉r❛❝✐❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✼✽
✇❛t❡r ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✶✵✵✵ ✲✶✵✵✵ ✲✶✵✵✵ ✲✶✵✵✵ ✲✶✵✵✵ ✲✶✵✵✵ ✲✶✵✵✵
❡r❣♦st❡r♦❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✵✶
❧❛♥♦st❡r♦❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✵✶ ✲✵✳✵✶
♣❛❧♠✐t♦❧❡❛t❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✵✶
st❡❛r❛t❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✵✶
③②♠♦st❡r♦❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✵✶ ✲✵✳✵✶
✶✹✲❞❡♠❡t❤②❧❧❛♥♦st❡r♦❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✵✶ ✲✵✳✵✶
❡r❣♦st❛✲✺✱✼✱✷✷✱✷✹✭✷✽✮✲t❡tr❛❡♥✲✳✳✳ ✲✵✳✵✶ ✲✵✳✵✶
♦❧❡❛t❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✲✵✳✵✶ ✲✵✳✵✶

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ▼❡❞✐❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❇♦✉♥❞s✳
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❈❤❛♣t❡r ✺

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❚❤r♦✉❣❤♦✉t ♠② ✇♦r❦✱ ■ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ❛♣♣❧② ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞

♠❡t❤♦❞s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡ ♣r♦✲

❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ②❡❛rs✱ ❛❧s♦

✉s✐♥❣ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞❡❧s✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t❛s❦ t♦ t❛❝❦❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇

❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛♥❞ r❡✜♥❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡

✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ str❛✐♥s ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♣♦ss✐❜❧❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

■♥ ♠② ✇♦r❦✱ ■ ❛♥❛❧②s❡❞ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❞✐r❡❝t♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❞✐✉♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r t❤❡

♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥❀ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

❢♦r ✜♥❡r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♦❢ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧

str❛✐♥s✳ ❆❧❧ t❤❡ ❛♥❛❧②s❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱

s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡s ❛♥❞ ♠❡❞✐✉♠ ✉s❡❞✱ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ✐♥ ✐♥ ✈✐✈♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲

t❛t✐♦♥s✱ ✇❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❛♥ ❡✛♦rt t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣

❜❡t✇❡❡♥ ❣❡♥♦t②♣❡ ❛♥❞ ♣❤❡♥♦t②♣❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s

✉s❡❞ r❡q✉✐r❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡tt✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣✲

♠❡♥t ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s✳ ❍❡r❡ ■ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✱ ✉s✐♥❣

t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❡♣s ♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡

❞✐sr✉♣t✐✈❡ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❣❡♥♦♠❡✳

❈❧❡❛r❧②✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛r❡ st✐❧❧ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧②

✽✺



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

♣r❡❝✐s❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡s✉❧ts t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❛❢❡❧② r❡♣r♦❞✉❝✐❜❧❡ ✐♥✲✈✐✈♦✳ ■ ❜❡❧✐❡✈❡

t❤❛t ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤❡s ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❝♦✉❧❞ ♠❛❦❡

t❤❡s❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡✱ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱

❛s ✇❡ ❤❛✈❡ st❛rt❡❞ t♦ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ■ tr✐❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss ✐♥ ♠② ✇♦r❦ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❡❧❧

♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❛ ♥♦✈❡❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ■ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❝✉st♦♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s✐♠✉❧❛t✐♥❣

❡①tr❡♠❡ ❣❡♥♦♠❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧s✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧

♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❛♥❛❧②s❡s ❛r❡

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜✐♦♠❛ss r❡❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥✳ ■t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡

t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❜✐♦♠❛ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ♦r ❛❞❞✐♥❣

❝♦♠♣♦✉♥❞s t❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡♥s✐❜❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ▼◆s ❛r❡ t❤❡♥ ❛

♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠s ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❧❛t❡❞ ❣❡♥❡s✱ ❛✐♠❡❞ ❛t ❦❡❡♣✐♥❣

t❤❡ ❝❡❧❧s ❛❝t✐✈✐t② ❛s ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ♦r❣❛♥✐s♠s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡s ❢♦r ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❜✐♦♠❛ss ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢

✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ t❛s❦✱ ❛❧s♦ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t♦ ❡①❝❡r♣t ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛t❤✇❛②s ❢r♦♠ ♦t❤❡r ❝❡❧❧s t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞

✐♥ ❛ s②♥t❤❡t✐❝ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❡❧❧❀ t❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡✱ t❤♦✉❣❤✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❧♦❜❛❧

✏❧✐❢❡✑ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧

♦r❣❛♥✐s♠s ❛s t❤❡ ❏❈❱■✲s②♥✸✳✵✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s t❤❛t

t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ❝♦♠♠♦♥✱ ♥♦t❛❜❧② t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❝❛r❜♦♥ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠✱

✐♥ ❝❡❧❧s ❢❛r ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❢r♦♠ ♠❛♥② ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❛r❡ ❛❧s♦ ❡①tr❡♠❡❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢

t❤❛t✱ ■ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ♦❢ ❛ r✐❝❤ ♠❡❞✐✉♠ ✭❙❉✮ ♦♥

t❤❡ ②❡❛st ▼◆s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✾✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ✇✐❧❞ t②♣❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s✉r✈✐✈❡ ♦♥

❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ♠❡❞✐✉♠ ♦❢ ❥✉st ✻ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ▼◆s ♦❢ ❛ r✐❝❤ ♠❡❞✐✉♠ ❤❛✈❡

✏❛❞❛♣t❡❞✑ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ▲✲❧❡✉❝✐♥❡✱ ▲✲❧②s✐♥❡

♦r ▲✲♠❡t❤✐♦♥✐♥❡ ❢♦r t❤❡✐r s✉r✈✐✈❛❧✱ ❤❛✈✐♥❣ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ❧♦st t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ s②♥t❤❡t✐③❡

t❤❡♠✳ ❚❤✐s ✐s ❛ t✇♦✲✇❛② ♣r♦❜❧❡♠✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❤❛♥❣❡s t❤❡

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❡❧❧s t❤❛t ❝❛♥ s✉r✈✐✈❡ ✐♥ ✐t ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❡❧❧ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦

s✉r✈✐✈❡ ♦♥❧② ✐♥ ❛ ❞❡✜♥❡❞ ♠❡❞✐✉♠ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ s✉st❛✐♥✐♥❣ ✐ts ❧✐❢❡✳ ▼② r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠

t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❣✐✈❡ ❛ ❝❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤✐s s✉❜s❡q✉❡♥t ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡

r❡s✉❧ts ■ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣✲❡❞❣❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❣❡♥♦♠❡

✽✻



❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

st✉❞✐❡s✳ ❲✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ■ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♦r❣❛♥✐s♠s ❛♥❞

■ ✇❛s ❛❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐♥✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ❞✐✛❡r❡♥t str❛✐♥ t❤❛t ❛r❡

♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❣r♦✇ ❛t ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❛t❡ t♦ t❤❡ ❲❚✱ ❜✉t ❤❛✈❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡

❣❡♥❡s✱ ♦r ❧❡ss✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❢✉rt❤❡r st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢

❣❡♥❡s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❡❧❧s ♦r ❛s ❛ ❤✐♥t ❢♦r ❧❡ss ♦r ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡❧❡♠❡♥ts

✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♠✐♥✐♠❛❧ ❣❡♥♦♠❡s ❢r♦♠ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦r❣❛♥✐s♠s✳

■♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ■ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ t❛s❦s✳

■t ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♠❡ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ s✉❝❤ ❝♦♠♣❧❡①

❛♥❞ r❡❛❧✐st✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ✐t ✐s s♦♠❡t❤✐♥❣ t❤❛t ❤❛✈❡ ❛❧✇❛②s

❢❛s❝✐♥❛t❡❞ ♠❡✳ ■ tr✐❡❞ t❤❡♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡s✉❧ts t❤❛t ❝♦✉❧❞

❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❛ ❢✉rt❤❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ❛♥❞ t♦ ❛ss❡ss ❛ st❛rt✐♥❣

♣♦✐♥t ❢♦r ❢✉t✉r❡ st✉❞✐❡s✳

✽✼



❆♣♣❡♥❞✐①

▼❡t❛❜♦❧✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♥❞ P❛t❤✇❛②s ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉✲

t❛t✐♦♥❛❧ ❙②st❡♠s ❇✐♦❧♦❣②

❙tr❛✐♥ ❊t❤❛♥♦❧ ✭mmol gDW−1h−1✮ ❇✐♦♠❛ss ✭h−1✮ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ✭♥❡❣✱ ♣♦s✮
❲✐❧❞ ❚②♣❡ ✵✳✵✶✺ ✵✳✷✽✼ ✵

❙✶ ✵✳✻✽✺ ✵✳✷✼✷ ✶✵ ✭✾✱✶✮
❙✷ ✶✳✺✺✽ ✵✳✷✺✶ ✶✷ ✭✾✱✸✮
❙✸ ✷✳✽✼✻ ✵✳✷✷ ✶✵ ✭✼✱✸✮
❙✹ ✹✳✼✸ ✵✳✶✼✻ ✶✸ ✭✶✵✱✸✮
❙✺ ✺✳✹✽ ✵✳✶✺✽ ✶✷ ✭✾✱✸✮
❙✻ ✻✳✼✸ ✵✳✶✷✽ ✶✷ ✭✶✵✱✷✮
❙✼ ✼✳✶✷✻ ✵✳✶✶✾ ✶✶ ✭✼✱✹✮
❙✽ ✽✳✵✸✺ ✵✳✵✾✼ ✶✷ ✭✾✱✸✮
❙✾ ✾✳✹✾✸ ✵✳✵✻✶ ✶✶ ✭✽✱✸✮
❙✶✵ ✶✶✳✾✷✸ ✵✳✵✵✷ ✶✼ ✭✶✹✱✸✮

❚❛❜❧❡ ❆✳✶✿ ▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ❇✐♦♠❛ss ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❙✳ ❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✉s✐♥❣ t❤❡
r❡❞✐r❡❝t♦r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❡♥③②♠❡s r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ✐▼▼✾✵✹ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✳

✽✽
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 0

 2x10
6

 4x10
6

 6x10
6

 8x10
6

 1x10
7

 1.2x10
7

 1.4x10
7

 0  1x10
7

 2x10
7

σ*

µ*

Transport Extracellular (2)
GlycolysisGluconeogenesis (22)

Tyrosine Tryptophan and Phenylalanine Metabolism (7)
Transport Mitochondrial (19)

Nucleotide Salvage Pathway (7)
Oxidative Phosphorylation (3)

Arginine and Proline Metabolism (66)
Purine and Pyrimidine Biosynthesis (31)

Phospholipid Biosynthesis (3)
Sterol Metabolism (17)

Alternate Carbon Metabolism (16)
Citric Acid Cycle (22)

Fatty Acid Biosynthesis (10)
Methionine Metabolism (0)

Threonine and Lysine Metabolism (10)
Pentose Phosphate Pathway (14)

Pyruvate Metabolism (13)
Folate Metabolism (9)

Valine Leucine and Isoleucine Metabolism (0)
Sphingolipid Metabolism (9)

Glycine and Serine Metabolism (15)
Cysteine Metabolism (11)

Histidine Metabolism (9)
Alanine and Aspartate Metabolism (10)

Fatty Acid Degradation (13)
NAD Biosynthesis (27)

Anaplerotic reactions (14)
Glycerolipid Metabolism (33)

Pantothenate and CoA Biosynthesis (14)
Glutamate metabolism (36)

Complex Alcohol Metabolism (12)
Riboflavin Metabolism (5)

Thiamine Metabolism (12)
Transport Vacuolar (8)

Other (33)
Galactose metabolism (12)

Other Amino Acid Metabolism (12)
Fructose and Mannose Metabolism (2)

Transport Peroxisomal (3)
Phospholipid Metabolism (3)

Glycoprotein Metabolism (11)
Glutamine Metabolism (2)

Fatty Acid Metabolism (17)
Quinone Biosynthesis (30)
Pyridoxine Metabolism (2)

Asparagine metabolism (2)
Nitrogen Metabolism (7)

Arabinose Metabolism (4)
Xylose Metabolism (15)

Starch and Sucrose Metabolism (10)
Anaplerotic Reactions (0)
Methane Metabolism (0)

Transport Endoplasmic Reticular (5)
Transport Nuclear (2)

Porphyrin and Chlorophyll Metabolism (2)
tRNA charging (1)

Transport Golgi Apparatus (12)
Unknown (6)

Extracellular exchange (1)
Taurine Metabolism (3)

Biomass and maintenance functions (0)

❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ P❛t❤✇❛② ♦r✐❡♥t❡❞ ❙❡♥s✐t✐✈✐t② ❆♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ♠♦❞❡❧

✽✾
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ❈❧✉st❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ P❛r❡t♦ ❋r♦♥t ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡t❤❛♥♦❧
♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❜✐♦♠❛ss ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❊✳ ❝♦❧✐✱ ❛♥❛❡r♦❜✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❣❧✉❝♦s❡ ✉♣t❛❦❡ r❛t❡
10 mmol gDW−1 h−1✳

✾✵
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✿ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧ ❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✭✐♥ r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮ ❛♥❞ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s
✭✐♥ ❜❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮ ❛s ❛♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦♥♦❝❦✲♦✉t ❝♦st✳

✾✶
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❙tr❛✐♥ ❊t❤❛♥♦❧ ✭mmol gDW−1h−1✮ ❇✐♦♠❛ss ✭h−1✮ ❑♥♦❝❦✲♦✉t
❊✳ ❝♦❧✐ ✕ ✐❏❖✶✸✻✻ ✐♥ ❆♥❛❡r♦❜✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

❲✐❧❞ ❚②♣❡ ✷✳✶✶✻ ✶✳✵✸✸✹ ✵
❙✶ ✷✳✶✸✹✻ ✶✳✵✸✶✶ ✶
❙✷ ✹✳✽✸✻✷ ✵✳✾✼✶✷✼ ✷
❙✸ ✸✳✹✹✷✽ ✶✳✵✷✺✸ ✷
❙✹ ✺✳✻✼✼✻ ✵✳✾✻✽✼ ✸
❙✺ ✹✳✽✼✸✼ ✵✳✾✻✽✽✻ ✸
❙✻ ✻✳✷✶✼✼ ✵✳✾✸✷✶✼ ✹
❙✼ ✻✳✷✹✺✼ ✵✳✾✸✵✷✼ ✺
❙✽ ✻✳✷✹✺✸ ✵✳✾✸✵✸ ✻
❙✾ ✻✳✷✹✻✹ ✵✳✾✸✵✷✸ ✼
❙✶✵ ✻✳✷✹✼✸ ✵✳✾✸✵✶✻ ✾

❊✳ ❝♦❧✐ ✕ ✐❏❖✶✸✻✻ ✇✐t❤ ▲❇ ▼❡❞✐✉♠
❲✐❧❞ ❚②♣❡ ✷✺✳✵✼✺✼ ✸✳✻✾✷✶ ✵

❙✶ ✸✶✳✼✷✽✹ ✸✳✻✹✼✻ ✶
❙✷ ✼✾✳✻✼✻✸ ✸✳✸✹✺✾ ✷
❙✸ ✸✶✳✼✸✽✼ ✸✳✻✹✼✷ ✷
❙✹ ✽✶✳✽✷✾✻ ✸✳✸✷✻✸ ✸
❙✺ ✽✵✳✵✻✸✸ ✸✳✸✹✸✽ ✸
❙✻ ✽✵✳✵✺✷✶ ✸✳✸✹✸✽ ✸
❙✼ ✽✷✳✷✶✷✾ ✸✳✸✷✹✷ ✹
❙✽ ✽✷✳✷✹✵✹ ✸✳✸✷✸✾ ✺
❙✾ ✽✷✳✷✺✻✾ ✸✳✸✷✸✺ ✻
❙✶✵ ✽✷✳✷✺✽✷ ✸✳✸✷✸✺ ✽

❊✳ ❝♦❧✐ ✕ ✐❩❴✶✸✵✽ ✇✐t❤ ▲❇ ▼❡❞✐✉♠
❲✐❧❞ ❚②♣❡ ✷✶✳✾✶✸ ✸✳✼✺✷✷ ✵

❙✶ ✷✹✳✵✻✾✷ ✸✳✼✸✹✺ ✶
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❙✺ ✽✵✳✼✼✾✾ ✸✳✸✼✼✻ ✸
❙✻ ✼✽✳✽✼✹✼ ✸✳✸✾✷✶ ✸
❙✼ ✽✵✳✼✽✻✺ ✸✳✸✼✼✸ ✹
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❙✶✵ ✽✵✳✼✽✽✸ ✸✳✸✼✼✶ ✽

❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✕ ❨❡❛st✼✳✻ ✇✐t❤ ❙❉ ♠❡❞✐✉♠
❲✐❧❞ ❚②♣❡ ✷✼✳✽✷✹✾ ✵✳✹✶✼✹ ✵

❙✶ ✷✾✳✹✸✹✷ ✵✳✹✵✽✸ ✶
❙✷ ✷✾✳✵✶✽✸ ✵✳✹✶✶✾✺ ✶
❙✸ ✷✾✳✹✻✾✾ ✵✳✹✵✻✺✸ ✷
❙✹ ✷✾✳✹✹✽✽ ✵✳✹✵✼✹✷ ✷
❙✺ ✷✾✳✹✼✶✺ ✵✳✹✵✻✺ ✸
❙✻ ✷✾✳✹✽✷✾ ✵✳✹✵✺✸✶ ✹
❙✼ ✷✾✳✹✽✼✾ ✵✳✹✵✹✼✽ ✺
❙✽ ✷✾✳✹✾✶✶ ✵✳✹✵✹✹✻ ✻
❙✾ ✷✾✳✹✾✸✾ ✵✳✹✵✹✵✷ ✼
❙✶✵ ✸✵✳✶✷✺✽ ✵✳✸✽✾✹✻ ✽

❚❛❜❧❡ ❆✳✷✿ ▼❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❊t❤❛♥♦❧ ❛♥❞ ❇✐♦♠❛ss ✐♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ P❛r❡t♦ ♦♣t✐♠❛❧ str❛✐♥s✳

✾✷



❆♣♣❡♥❞✐①

▼✐♥✐♠❛❧ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ❉❡s✐❣♥ ❜② ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙②♥t❤❡t✐❝

❇✐♦❧♦❣②

254 300 350 400 450 500

Number of genes in the minimal metabolic networks

0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

F
re

q
u

e
n

c
y
 o

f 
c
a

s
e

s

Number of essential genes in 

the S.cerevisiae network

SD Medium (Labhsetwar 2017)

C13 Medium (Labhsetwar 2017)

Yeast Nitrogen Base (Allen 2003)

Glucose Medium

Minimal Medium

Glucose Anaerobic Medium

Minimal Anaerobic Medium

❋✐❣✉r❡ ❆✳✹✿ ❋r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ▼◆s ❛❝t✐✈❡ ❣❡♥❡s ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛①❡❞ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡
r❡❞✉❝t✐♦♥❀ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧✉st❡rs ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ ❢♦r ❛❡r♦❜✐❝ ❛♥❞ ❛♥❛❡r♦❜✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✾✸



❆♣♣❡♥❞✐①

Systematic 
Names 

Standard 
Names 

Name Description Frequency (1% 
Biomass 
Threshold) 

Frequency (10% 
Biomass 
Threshold) 

YDR127W ARO1 AROmatic amino acid requiring 1 1 

YGL148W ARO2 AROmatic amino acid requiring 1 1 

YJR073C OPI3 OverProducer of Inositol 1 1 

YJR109C CPA2 Carbamyl Phosphate synthetase A 1 1 

YKL067W YNK1 Yeast Nucleoside diphosphate Kinase 1 1 

YKR067W GPT2 Glycerol-3-Phosphate acylTransferase 1 1 

YMR205C PFK2 PhosphoFructoKinase 1 0.802 

YOL140W ARG8 ARGinine requiring 1 1 

YOR130C ORT1 ORnithine Transporter 1 1 

YOR303W CPA1 Carbamyl Phosphate synthetase A 1 1 

YPR160W GPH1 Glycogen PHosphorylase 1 0.975 

YPL262W FUM1 FUMarase 0.998 0.945 

YOL064C MET22 METhionine requiring 0.986 0.367 

YLR058C SHM2 Serine HydroxyMethyltransferase 0.981 0.916 

YKL029C MAE1 MAlic Enzyme 0.978 0.725 

YDR019C GCV1 GlyCine cleaVage 0.968 0.906 

YJL121C RPE1 Ribulose 5-Phosphate Epimerase 0.960 0.957 

YNL192W CHS1 CHitin Synthase 0.957 0.970 

YKR039W GAP1 General Amino acid Permease 0.956 0.968 

YBL099W ATP1 ATP synthase 0.951 0.951 

… … … … 
 

❚❛❜❧❡ ❆✳✸✿ ❚❤❡ ▼❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ▼◆s ♦❢ ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡ ✐♥ t❤❡ ✼ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①t❡r♥❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
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SD Medium (Labhsetwar 2017)
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Functional categories # Genes in 
the Wild Type 

Relative 
Frequency 

Mean of Rel. 
Frequencies (SD) 

Mean of KO 
Perc. (SD) 

Mean of Rel. 
Frequencies (An) 

Mean of KO 
Perc. (An) 

Diff. in KO 

transferase activity 320 28.24 34.52 48.82 38.13 49.33 -0.51 

oxidoreductase activity 210 18.53 18.91 57.29 17.76 64.04 -6.75 

hydrolase activity 192 16.95 9.27 77.10 9.75 78.41 -1.31 

transmembrane transport 146 12.89 6.41 79.18 6.38 81.43 -2.25 

lipid metabolic process 116 10.24 11.18 54.30 12.64 53.67 0.63 

ligase activity 83 7.33 9.57 45.29 10.73 45.00 0.29 

lyase activity 83 7.33 9.51 45.62 9.88 49.36 -3.74 

kinase activity 76 6.71 7.96 50.28 8.90 50.21 0.08 

transmembrane transporter 
activity 

69 6.09 2.50 82.83 2.17 86.61 -3.78 

ion transport 66 5.83 6.01 56.82 3.56 77.05 -20.23 

transferase activity, transferring 
glycosyl groups 

64 5.65 7.72 42.81 8.59 42.93 -0.12 

carbohydrate metabolic process 59 5.21 3.30 73.47 4.11 70.36 3.10 

unassigned 48 4.24 6.38 36.98 4.48 60.30 -23.32 

biological_process 38 3.35 1.15 85.63 1.21 86.44 -0.81 

protein glycosylation 36 3.18 3.38 55.50 3.74 55.83 -0.33 

amino acid transport 34 3.00 1.07 85.01 1.28 83.97 1.04 

isomerase activity 29 2.56 3.79 38.00 4.23 37.93 0.07 

tRNA aminoacylation for protein 
translation 

29 2.56 3.49 42.98 3.88 43.04 -0.06 

molecular_function 28 2.47 1.02 82.78 0.87 86.80 -4.01 

hydrolase activity, acting on 
glycosyl bonds 

27 2.38 0.35 93.85 0.39 93.87 -0.02 

carbohydrate transport 26 2.29 0.63 88.46 0.71 88.46 0.00 

mRNA binding 25 2.21 2.57 51.32 2.88 51.01 0.31 

ATPase activity 23 2.03 2.32 52.17 1.22 77.48 -25.31 

cellular amino acid metabolic 
process 

23 2.03 2.61 46.10 2.65 51.07 -4.97 

RNA binding 21 1.85 2.02 54.45 2.12 57.02 -2.57 

methyltransferase activity 20 1.77 1.25 70.25 1.38 70.56 -0.32 

nucleotidyltransferase activity 18 1.59 2.11 44.43 2.35 44.44 -0.02 

phosphatase activity 11 0.97 0.00 99.79 0.01 99.62 0.17 

Others 144 12.71 10.07 66.52 10.01 69.11 -2.59 

Compartments 
       

cytoplasm 470 41.48 49.95 49.58 55.10 50.14 -0.56 

membrane 449 39.63 36.81 61.11 32.34 69.37 -8.26 

mitochondrion 376 33.19 36.20 54.32 30.50 65.50 -11.18 

nucleus 198 17.48 19.92 52.28 21.79 53.19 -0.91 

endoplasmic reticulum 181 15.98 18.75 50.87 20.55 51.73 -0.85 

plasma membrane 153 13.50 10.94 66.07 11.43 68.24 -2.17 

unassigned 86 7.59 5.12 71.76 5.34 73.58 -1.82 

vacuole 61 5.38 2.39 81.42 2.52 82.44 -1.01 

Golgi apparatus 40 3.53 2.47 70.72 2.76 70.62 0.09 

peroxisome 32 2.82 1.27 81.10 1.53 79.72 1.38 

extracellular region 21 1.85 0.45 89.88 0.24 95.04 -5.16 

ribosome 9 0.79 0.77 59.41 0.76 64.30 -4.89 

cytoskeleton 3 0.26 0.25 59.70 0.29 58.91 0.80 
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s❡❝♦♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡❧❡t✐♦♥s ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧
♥❡t✇♦r❦s ✭0 = WT ✈❛❧✉❡✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ❝♦❧✉♠♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❡①❛❝t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts
✭◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡❧❡t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦rr❡❝t ✐♥ t❤❡ ▼◆s ❛r❡ ❝♦✉♥t❡❞ ❛s
♥❡❣❛t✐✈❡✮✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✽✿ ❘❡❞✉♥❞❛♥❝② ❛♥❞ ❘♦❜✉st♥❡ss ♠❡❛s✉r❡s ❢♦r t❤❡ ▼◆s✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣❛t❤✇❛② ♦❢
t❤❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❜♦①♣❧♦ts ✭❛✱ ❜✮ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ❛❧♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ▼◆s ✐♥ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ r✐❝❤❡st ♠❡❞✐❛ ✐♥ ❛❡r♦❜✐❝ ❛♥❞ ❛♥❛❡r♦❜✐❝ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞❀ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥
✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❛ ✷❉ ♣❧♦t ✭❝✮ ✇✐t❤ ❛ ❧❡❛st sq✉❛r❡ ✜t ❧✐♥❡✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❡r♦❜✐❝ ❝❛s❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✇❡❛❦ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ❛♥❛❡r♦❜✐❝✱ ❛s ✐t
✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❘✷ P❡❛rs♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣❧♦t ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ ▼◆s ✭❞✮✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✾✿ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ♦❢ ❙❉ ✭❛✮ ❛♥❞ ❛♥❛❡r♦❜✐❝ r✐❝❤ ✭❜✮ ♠❡❞✐❛ ♦♥
t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼◆s ♦❢ ❙✳❝❡r❡✈✐s✐❛❡✳ ❚❤❡ ②✲❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣r♦✇t❤
r❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✭✇✐❧❞✲t②♣❡✮ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ▼◆s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✇✐❧❞✲
t②♣❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❛❡r♦❜✐❝ ❝❛s❡❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❛♠✐♥♦ ❛❝✐❞s ▲✲❧❡✉❝✐♥❡✱ ▲✲❧②s✐♥❡ ❛♥❞
▲✲♠❡t❤✐♦♥✐♥❡ ❜❡❝♦♠❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ♠♦st ♦r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❡r♦❜✐❝ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱
❞❡s♣✐t❡ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇✐❧❞✲t②♣❡✱ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❛♥ ✏❛❞❛♣t❛t✐♦♥✑ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦s
♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✵✿ ❱❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❣❡♥♦♠❡ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠✐♥✐♠❛❧
❣❡♥♦♠❡ st✉❞✐❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❋✐❣✉r❡ ✭❛✮ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❣❡♥❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❏❈❱■✲
s②♥✸✳✵ ❡♥t✐r❡ ❣❡♥♦♠❡ ✭❜❧✉❡ ❜❛rs✮ ❛♥❞ ✐ts ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♠♦❞❡❧ ✭r❡❞ ❜❛rs✮ t❤❛t
❛r❡ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ❛♥❞ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡s ♦❢ ♦t❤❡r ♦r❣❛♥✐s♠s✳ ■♥ ✭❜✮ ■ r❡♣♦rt❡❞
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡t ♦❢ ♠❛♥❞❛t♦r② ❣❡♥❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ♦r❣❛♥✐s♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❏❈❱■✲
s②♥✸✳✵ ❣❡♥❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞❀ t❤❡ ❣❡♥❡s ♠❛r❦❡❞ ❛s ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ s②♥ ❤❛✈❡ ❛ s❡♥s✐❜❧②
❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥ ♦t❤❡r ♦r❣❛♥✐s♠s t❤❛♥ t❤❡ ♥♦♥✲❡ss❡♥t✐❛❧ ❣❡♥❡s✳ ■♥ ✭❝✮ ■ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡
r❡s✉❧ts ❢r♦♠ Pá❧ ❡t ❛❧✱ ✷✵✵✻ ♣❛♣❡r✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❣❡♥❡s
✐♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥ s✐❧✐❝♦ ❊✳❝♦❧✐ str❛✐♥s✳ ❊❛❝❤ ❜♦①♣❧♦t r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts
✇✐t❤ t❤❡✐rs✱ ✐♥ ♦♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣❡♥❡ t❤❛t ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❜♦t❤ t❤❡ st✉❞✐❡s✳ ❆❧❧ t❤❡
t❤✐r❞ q✉❛rt✐❧❡s ❛r❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✺✵✪ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ♥♦t❛❜❧② t❤❡ ❧♦✇❡r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ✐♥
t❤❡ ❘✐❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ▲✉r✐❛✲❇❡rt❛♥✐ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♠❡❞✐❛ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❢♦r t❤❡ ❊✳❝♦❧✐ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ✭❞✮ t❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❣❡♥♦♠❡s✱
✇✐t❤ t✇♦ ❜♦①♣❧♦ts ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠❀ t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ❜♦①♣❧♦t ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ r❡❢❡rs t♦
t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡s ♦❢ t❤❡ r❡❢✳ ❣❡♥♦♠❡ t❤❛t ❛r❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ▼◆s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
❝♦❧✉♠♥ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡s ✐♥ t❤❡ ▼◆s ❣❡♥♦♠❡s t❤❛t ❛r❡ ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡
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❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r ❡s❝❤❡r✐❝❤✐❛ ❝♦❧✐ ❦✲✶✷ ♠❣✶✻✺✺ t❤❛t

❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ✶✷✻✵ ♦r❢s ❛♥❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▼♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s
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❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❣♦❛❧s✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✸✶✶✭✺✼✻✵✮✿✺✵✻✕
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❬✹✺❪ ❆✳ ●✉♣t❛ ❛♥❞ ❏✳ P✳ ❱❡r♠❛✳ ❙✉st❛✐♥❛❜❧❡ ❜✐♦✲❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛❣r♦✲
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❬✹✻❪ ❑✳ ❘♦❜❛❦ ❛♥❞ ▼✳ ❇❛❧❝❡r❡❦✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ s❡❝♦♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜✐♦❡t❤❛♥♦❧ ♣r♦✲

❞✉❝t✐♦♥ ❢r♦♠ r❡s✐❞✉❛❧ ❜✐♦♠❛ss✳ ❋♦♦❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ❜✐♦t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✺✻✭✷✮✿✶✼✹✱
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❬✹✼❪ ❩✳ ❆✳ ❑✐♥❣✱ ❏✳ ▲✉✱ ❆✳ ❉rä❣❡r✱ P✳ ▼✐❧❧❡r✱ ❙✳ ❋❡❞❡r♦✇✐❝③✱ ❡t ❛❧✳ ❇✐●● ▼♦❞❡❧s✿

❆ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣✱ st❛♥❞❛r❞✐③✐♥❣ ❛♥❞ s❤❛r✐♥❣ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✳
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❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✲s✉♣♣♦rt❡❞ ❣❡♥♦♠❡✲s❝❛❧❡ ♠❡t❛❜♦❧✐❝ ♥❡t✇♦r❦ r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥

❢♦r ②❡rs✐♥✐❛ ♣❡st✐s ❝♦✾✷✳ ❇▼❈ s②st❡♠s ❜✐♦❧♦❣②✱ ✺✭✶✮✿✶✻✸✱ ✷✵✶✶✳

❬✺✶❪ ❍✳ ❲✳ ❆✉♥❣✱ ❙✳ ❆✳ ❍❡♥r②✱ ❛♥❞ ▲✳ P✳ ❲❛❧❦❡r✳ ❘❡✈✐s✐♥❣ t❤❡ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢

❋❛tt② ❆❝✐❞✱ ●❧②❝❡r♦❧✐♣✐❞✱ ❛♥❞ ●❧②❝❡r♦♣❤♦s♣❤♦❧✐♣✐❞ ▼❡t❛❜♦❧✐s♠ ✐♥ t❤❡ ❈♦♥✲
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❞r✐✈❡♥ ❛❧❣❛❧ ♠❡t❛❜♦❧✐s♠✳ ▼♦❧❡❝✉❧❛r s②st❡♠s ❜✐♦❧♦❣②✱ ✼✭✶✮✱ ✷✵✶✶✳

❬✺✸❪ P✳ P❛♥ ❛♥❞ ◗✳ ❍✉❛✳ ❘❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ■♥ ❙✐❧✐❝♦ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ▼❡t❛❜♦❧✐❝ ◆❡t✲
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♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♥✉♦✲❣❡♥❡s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧❧② ❛ss❡♠❜❧❡❞ ♥❛❞❤✿
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