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SEU^] X ×²õxñ�Ö L∞ 	 õ!ö[ñ^óXî ëS�¦Ã]�ØRÙ#Ú�ñ)Ü²Ü�ò�ñ�ÖÃñózôÔõ!ö[ñ^óXîzõ Z ⊇ Y
± îRü�îRÚzÝ°óvÙ�Û�ö[ñ^ókï�ÙzöHîRÚ�ñ)ï%Ù�Ú T : Y → X

ôHñ�õxñ�ÖÂî�
)ï%îzÖAõv×EÙ#Ö°ï%ÙÞñKóvÙ�Û�ö[ñ^ókï�ÙXö[îRÚ�ñ#ï%Ù#Ú T̃ : Z → X
ë

S�«�]Áõkñ�Û|î¶ñ�õ�×²Ö?S�¦Ã]�ù.×�ï�ô�Ù#ÕHï�ï�ô�îxÚ�îXûRÕ�×²Ú�îRÛ|îRÖAï�Ù
ØxóvÙ�Û�ö[ñ^ókï�Ö�îRõvõxÙ
Ø T̃ ë
S�_1]�ØRÙ#Ú,ñ#Ü²Ü1ò�ñ#ÖÃñ^óRôÞõ!ö[ñ^óvîRõ Z ñ�Ö� Y ù.×�ï�ô Z ⊇ X ± îRü#îRÚXÝ³óXÙ�Û�ö[ñ^ókï�ÙzöHîRÚ�ñ)ï%Ù�Ú

T : X → Y ôHñ�õxñ�ÖÔî�
)ï%îRÖ[õX×EÙ�Ö°ï%Ù�ñ�óvÙ#Û�ö[ñ^ókï�ÙXö[îRÚ�ñ#ï%Ù#Ú T̃ : Z → Y
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ØxóvÙ�Û�ö[ñ^ókï�Ö�îRõvõxÙ
Ø T̃ ÷
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ØRÙ#Ü²Ü�Ù�ù.×²Ö�ú�ØRñ^ókï�õ�ñ�Ú�î¶îvûRÕ�×²ü#ñ#Ü�îRÖAïXã

SEU^] X ×²õxñ�Ö L1 	 õ!ö[ñ^óXî ëS�¦Ã]�ØRÙ#ÚÁñ#Ü²Ü,ò�ñ�Ö�ñ^óRô õ!ö[ñ^óvîRõ Z ñ�Ö� Y ñ�Ö� ñ�ÖAÝÄõvÕ�Ú��Rîvókï�×²ü#î ÙXö[îRÚ�ñ#ï%Ù�Ú φ :
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ε X
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	�» ©²¥)a³W ¢[£
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s X := X⊗s (m). . .⊗sX
Ë�£ _ £ Y[¥#W £ W ¢[£ m �!©²¥)§b_

¬�Å ¨|¨|£ W�a
Zb«xW £ YA¬
¥)a ¤ a
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n∑

j=1

λjxj ⊗ (m). . . ⊗ xj (n ∈ N, λj ∈ K, xj ∈ X, 1 ≤ j ≤ n).

¡V¢[£ Y[¥#WXU'W�Z�¥)Y ⊗̃m
π,sX ¬�WXU�YA_[¬©²¥)aÌW ¢[£ «R§�¥^¬�¯[a £ ¥)© ⊗m

s X Z�Y ⊗̃m
π X ¼ ¹ Z ® £ Y

x1, . . . , xm ∈ X
±HË�£ _ £kÑ Y £
x1 ⊗s · · · ⊗s xm :=

1

m!

∑

σ∈Pm
xσ(1) ⊗ · · · ⊗ xσ(m),

Ë�¢[£ a £ Pm Zb¬nW ¢[£ ª)a
¥)¯ ¤ ¥)©�U�§�§ ¤Ã£ a ¨ ¯HWXU'W�Z�¥)YA¬|¥)© m £ § £k¨|£ YWv¬k¼ � ¥)aÍ¬�Å ¨|¨|£ W�a
Zb«
W £ YA¬
¥)a ¤ a
¥�_H¯A«zWv¬ ±AË�£ a £ © £ aVW�¥ ´ � § » ¼ � ¥)aL¬
Z ¨|¤ §�Zb«RZÎW=Å ±[Ë�£ ¬ ¢ U�§�§5¯A¬ £ W ¢[£ Y[¥#WXU'W�Z�¥)Y

⊗mx := x⊗ (m). . . ⊗ x.
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⊗̃m
π,sX)∗

´ � § ± ¸�a
¥ ¤ ¥^¬
ZÎW�Z�¥)Y°ß�¼�ß » ¼� Y ⊗m
s X

Ë�£ _ £kÑ Y £ W ¢[£ ×²Ö �RîXókï�×²ü�îxõXÝ�Û¶Û|îkï�ÚX×Eónï%îzÖAõRÙ#Ú�Ö�Ù�ÚzÛ εs ¦Å
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{∣∣∣
n∑

k=1

λk〈xk, x∗〉m
∣∣∣: x∗ ∈ BX∗

}

©²¥)a z =
∑n

k=1 λk
⊗mxk ¼ â £ _ £ Y[¥#W £ ¦Å ⊗m

εs,s
X W ¢[£ ¬ ¤ U#« £ ⊗m

s X
£ YA_H¥ Ë�£ _Ë ZÎW ¢ W ¢[£ εs �!Y[¥)a ¨Ì± U�YA_Ð¦Å ⊗̃m

εs,s
X ZÎWv¬L«R¥ ¨|¤ § £ W�Z�¥)YO¼

Ò%© P ∈ P(mX,Y )
±HË�£ _ £kÑ Y £ ZÎWv¬,Ü�×²ÖÃîXñ�Úz×��ñ#ï�×EÙ�Ö P :

⊗̃m
π,sX → Y ¦Å

P
( n∑

i=1

λixi ⊗ (m). . . ⊗ xi
)

=
n∑

i=1

λiP (xi)

©²¥)a�U�§�§ λi ∈ K ± xi ∈ X (1 ≤ i ≤ n) ¼
Ò%© P ∈ P(mX,Y )

± W ¢[£ ñ����RÙ#×²ÖAï,¥)© P Zb¬,W ¢[£ ¥ ¤Ã£ avU'W�¥)a P ∗ : Y ∗ → P(mX)
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P ∗(y∗)(x) = 〈y∗, P (x)〉.· ¤ ¥)§ÎÅ�Y[¥ ¨ Z\U�§ P ∈ P(mX,Y ) Zb¬�¥)©��.ÖA×�ï%î,ï�Ýzö[î�Z�©5ZÎWVZb¬VU Ñ Y[ZÎW £ ¬
¯ ¨ ¥)©8W £ a ¨ ¬
¥)©�W ¢[£ ©²¥)a ¨ γm ⊗ y ±[Ë ZÎW ¢ γ ∈ X∗ U�YA_ y ∈ Y ±[Ë�¢[£ a £ (γm ⊗ y)(x) := γ(x)my
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¥ ¨ X Z�YW�¥ Y ±8£ YA_H¥ Ë�£ _Ë ZÎW ¢ W ¢[£ ¬
¯ ¤ a £k¨ ¯ ¨ Y[¥)a ¨ ¼

Ò!WLZb¬L¬ ¢ ¥ Ë YÐZ�Y ´ � § ± ¸�a
¥ ¤ ¥^¬
ZÎW�Z�¥)Y���¼�ßHS��^] » W ¢ U'W
P � (mX) ≡ ⊗̃m

εs,s
X∗.
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â £ U�a £ Z�YA_ £ ¦HW £ _ÐW�¥¶W ¢[£ a £ © £ a £k£ ©²¥)a ¤ ¥)Z�YW�Z�Y[ª³¥)¯HWLW ¢ U'W

P � (mX,Y ) ≡ ⊗̃m
εs,s

X∗ ⊗̃ε Y.
Ò%YA_ £k£ _ ± _ £kÑ Y £ W ¢[£ ¥ ¤Ã£ avU'W�¥)a

J : P � (mX)⊗ε Y → P(mX,Y )

¦Å
J
( n∑

i=1

Pi ⊗ yi
)

= Q
Ë�¢[£ a £ Q(x) :=

n∑

i=1

Pi(x)yi (x ∈ X).

¡V¢[£ Y
‖Q‖ = sup{‖Q(x)‖ : x ∈ BX} = sup{|〈y∗, Q(x)〉| : x ∈ BX , y∗ ∈ BY ∗}

= sup
{∣∣∣

n∑

i=1

Pi(x)y∗(yi)
∣∣∣ : x ∈ BX , y∗ ∈ BY ∗

}
.

â £ «�U�Y £k¨ ¦ £ _ ⊗mX Z�YW�¥ P � (mX)∗ ¦ÅÞW ¢[£ _H¯1U�§�ZÎW=Å
〈 n∑

i=1

λi
⊗mxi, P

〉
=

n∑

i=1

λiP (xi).

Ò!W�©²¥)§�§�¥ Ë ¬³W ¢ U'W�W ¢[£ ¬ £ W {⊗mx : x ∈ BX} Zb¬ÞY[¥)a ¨ Z�Y[ª Z�Y?W ¢[£ ¯[Y[ZÎWK¦1U�§�§ ¥)©
P � (mX)∗

± ¬�¥
‖Q‖ = sup

{∣∣∣
n∑

i=1

Φ(Pi)y
∗(yi)

∣∣∣ : Φ ∈ P � (mX)∗, ‖Φ‖ ≤ 1, y∗ ∈ BY ∗
}

=
∥∥∥

n∑

i=1

Pi ⊗ yi
∥∥∥
ε

S�¬ £k£ W ¢[£ U�a
ª)¯ ¨|£ YW.Z�Y ´ É Å ±#¤ ¼ º � » ]�U�YA_ J Zb¬�U�Y¶Z�YW�¥�Zb¬
¥ ¨|£ W�a�Å^¼T�§ £ U�a
§ÎÅ ± W ¢[£ ¬ ¤ U#« £
P � (mX,Y ) Zb¬�W ¢[£ avU�Y[ª £ ¥)©�W ¢[£�£R¾ W £ YA¬
Z�¥)YÌ¥)© J W�¥ P � (mX) ⊗̃ε Y ¼·;¤ ¥)§ÎÅ�Y[¥ ¨ Z\U�§ P ∈ P(mX,Y ) Zb¬|óvÙ�Û öHñóRïLZ�© P (BX) Zb¬ a £ §\U'W�Z ® £ §ÎÅ«R¥ ¨³¤ U#«zW
Z�Y Y ¼ · ¤ ¥)§ÎÅ�Y[¥ ¨ Z\U�§ P ∈ P(mX,Y ) Zb¬�«R¥ ¨³¤ U#«zWKZ�©xU�YA_¿¥)Y[§ÎÅ?Z�©,ZÎWv¬KU#_ �f¥)Z�YW
P ∗ : Y ∗ → P(mX) Zb¬�U�«R¥ ¨|¤ U#«zW�¥ ¤Ã£ avU'W�¥)a ´ · � ± ¸.a
¥ ¤ ¥^¬
ZÎW�Z�¥)Y ��¼�ß » ¼ · ¤ ¥)§ÎÅ�Y[¥ ¨ Z\U�§
P ∈ P(mX,Y ) Zb¬xù�îvñ � Ü�ÝKóvÙ#ÖAï�×²ÖAÕAÙ�Õ�õnÙ�Ötð�Ù�Õ�Ö�^î �³õvÕÃðXõkîkï�õ�Z�©�©²¥)a £ U#« ¢ ¦Ã¥)¯[YA_ £ _
Y £ W (xα) ⊂ X

Ë�£ U�Ï�§ÎÅ�«R¥)Y ® £ a
ª)Z�Y[ªKW�¥ x ± (P (xα)) «R¥)Y ® £ a
ª £ ¬�W�¥ P (x) Z�YY[¥)a ¨ ¼â £ _ £ Y[¥#W £ ¦Å P ��� (mX,Y ) W ¢[£ ¬ ¤ U#« £ ¥)©�U�§�§ ¤ ¥)§ÎÅ�Y[¥ ¨ Z\U�§b¬�Z�Y P(mX,Y )
ËL¢ Zb« ¢

U�a £�Ë�£ U�Ï�§ÎÅK«R¥)YW�Z�Y�¯[¥)¯A¬L¥)YÐ¦Ã¥)¯[YA_ £ _½¬ £ Wv¬k¼�� ® £ a�Å ¤ ¥)§ÎÅ�Y[¥ ¨ Z\U�§8Z�Y P ��� (mX,Y ) Zb¬
«R¥ ¨|¤ U#«zW�S ´ · ¸ ±^È8£k¨|¨ U�ß�¼�ß » U�YA_ ´ · ÊLÓ ±^¡�¢[£ ¥)a £k¨ ß�¼�� » ]X¼ · YÍ¥ ¤Ã£ avU'W�¥)a�Zb¬ Ë�£ U�Ï�§ÎÅ
«R¥)YW�Z�Y�¯[¥)¯A¬.¥)Y¶¦Ã¥)¯[YA_ £ _|¬ £ Wv¬�Z�©�U�YA_n¥)Y[§ÎÅ�Z�©1ZÎW.Zb¬�«R¥ ¨³¤ U#«zW ´ · ¸ ± ¸�a
¥ ¤ ¥^¬�ZÎW�Z�¥)Y�ß�¼
	 » ¼â ZÎW ¢À£ U#« ¢Â¤ ¥)§ÎÅ�Y[¥ ¨ Z\U�§ P ∈ P(mX,Y )

Ë�£ U#¬�¬
¥�«RZ\U'W £ U�YÂ¥ ¤Ã£ avU'W�¥)a TP : X →
P(m−1X,Y ) ª)Z ® £ Y½¦Å

TP (x)(y) := P̂ (x, y, (m−1). . . , y) (x, y ∈ X).¡V¢[£ Y P ∈ P ��� (mX,Y ) Z�©.U�YA_Ð¥)Y[§ÎÅKZ�© TP Zb¬L«R¥ ¨|¤ U#«zW ´ · Ê�Ó ±1¡�¢[£ ¥)a £k¨ ß�¼�� » ¼
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¡�¢[£ ò�ñ#ÖÃñ^óRô�� � ñ��zÕHÚ �#×²õXï%ñ�Ö�óvî d(X,Y ) ¦ £ W Ë�£k£ YÄW Ë ¥ Zb¬�¥ ¨ ¥)a ¤[¢ Zb« Æ U�Y1U#« ¢

¬ ¤ U#« £ ¬ X U�YA_ Y Zb¬�_ £kÑ Y £ _x¦Å inf(‖T‖ ‖T−1‖) ËL¢[£ a £ W ¢[£ Z�Y Ñ[¨ ¯ ¨ Zb¬OWXU�Ï £ Y�¥ ® £ a
U�§�§�Zb¬
¥ ¨ ¥)a ¤[¢ Zb¬ ¨ ¬ T ©²a
¥ ¨ X ¥)YW�¥ Y ¼ ÉL£ «�U�§�§ÃW ¢ U'W�U Æ U�Y1U#« ¢ ¬ ¤ U#« £ X Zb¬�U�Y Lp 	õ%öHñóvî (1 ≤ p ≤ ∞)

´ È ¸ » Z�©�W ¢[£ a £ Zb¬ λ ≥ 1 ¬
¯A« ¢ W ¢ U'W £ ® £ a�Å Ñ Y[ZÎW £ �%_HZ ¨|£ YA¬
Z�¥)Y1U�§
¬
¯[¦A¬ ¤ U#« £ ¥)© X Zb¬Í«R¥)YWXU�Z�Y £ _ÁZ�Y U�Y[¥#W ¢[£ a|¬
¯[¦A¬ ¤ U#« £ N Ë ZÎW ¢ d(N, `np ) ≤ λ ©²¥)a
¬
¥ ¨|£ Z�YW £ ª £ a n ¼· Æ U�Y1U#« ¢ ¬ ¤ U#« £ X Zb¬ÞU�Y Lp �%¬ ¤ U#« £ (1 ≤ p ≤ ∞) Z�©�U�YA_ ¥)Y[§ÎÅÁZ�© X∗ Zb¬
U�Y Lq �%¬ ¤ U#« £ (p−1 + q−1 = 1)

´ È5É�±�¡V¢[£ ¥)a £k¨ Ò
Ò
ÒzSEU^] » ¼ · YÌZ�Y Ñ Y[ZÎW £ �%_HZ ¨|£ YA¬
Z�¥)Y1U�§
«R¥ ¨|¤ § £k¨³£ YW £ _Ð¬
¯[¦A¬ ¤ U#« £ ¥)©�U�Y L1 �%¬ ¤ U#« £ S�a £ ¬ ¤Ã£ «zW�Z ® £ §ÎÅ ± ¥)©�U�Y L∞ �%¬ ¤ U#« £ ]�Zb¬�U�Y
L1 �%¬ ¤ U#« £ S�a £ ¬ ¤Ã£ «zW�Z ® £ §ÎÅ ± U�Y L∞ �%¬ ¤ U#« £ ] ´ È5É,±A¡�¢[£ ¥)a £k¨ Ò
Ò
ÒzS�¦Ã] » ¼

Ò%© X Zb¬,U�Y L1 �%¬ ¤ U#« £)± W ¢[£ Y ± ©²¥)a £ U#« ¢ m ± ⊗̃m
π X Zb¬�U�Y L1 �%¬ ¤ U#« £Ì´ � � ±O¡V¢[£ �

¥)a £k¨ � º ¼�� » SEU�Y £ U#¬�Å ¤ a
¥�¥)© ¨ UkÅ°¦ £ ©²¥)¯[YA_ÀZ�Y ´�¹,¹ � ± ¸�a
¥ ¤ ¥^¬
ZÎW�Z�¥)Y ß�¼�ß » ]X¼ ��Z�YA« £⊗̃m
π,sX Zb¬ÐZb¬
¥ ¨ ¥)a ¤[¢ Zb«°W�¥?UÁ«R¥ ¨³¤ § £k¨|£ YW £ _ ¬�¯[¦A¬ ¤ U#« £ ¥)© ⊗̃m

π X
´ � § ± ¸�a
¥ ¤ ¥ �

¬
ZÎW�Z�¥)Y ß�¼ � »!± ZÎW°©²¥)§�§�¥ Ë ¬ÌW ¢ U'W ⊗̃m
π,sX Zb¬°U�Y L1 �%¬ ¤ U#« £ ¼ ¡V¢[£ a £ ©²¥)a £)± P(mX) ∼=

(
⊗̃m

π,sX)∗ Zb¬�U�Y L∞ �%¬ ¤ U#« £ ¼
Ò%© X Zb¬�U�YxZ�Y Ñ Y[ZÎW £ �%_HZ ¨|£ YA¬
Z�¥)Y1U�§ L1 �%¬ ¤ U#« £)± W ¢[£ Y X «R¥)YWXU�Z�YA¬�UL«R¥ ¨|¤ § £k¨³£ YW £ _

«R¥ ¤ Å¥)© `1 ´ È ¸ ± ¸�a
¥ ¤ ¥^¬�ZÎW�Z�¥)Ytà�¼ � » ¼ ¡V¢[£ a £ ©²¥)a £)± P ��� (mX) Zb¬ Y[¥#Wx«R¥ ¨|¤ § £k¨|£ YW £ _
Z�Y P(mX)

´�¹x¹ ß ±�È8£k¨|¨ U 	 » ¼ ��¥ÞZÎW Zb¬�Z�Y ¤ a
Z�YA«RZ ¤ § £ ¯[Y[Ï�Y[¥ Ë Y°Z�© P ��� (mX) Zb¬ U�Y
L∞ �%¬ ¤ U#« £ ¼ â £ Y[¥ Ë ¤ a
¥ ® £ W ¢ U'W�W ¢[£ U�YA¬ Ë�£ a�W�¥�W ¢ Zb¬ �¯ £ ¬�W�Z�¥)YÍZb¬.U��Ía ¨ U'W�Z ® £ ¼ ¡V¢ Zb¬Ë Z�§�§O¦ £ ¯A¬ £ ©²¯[§8§\U'W £ aL¥)YO¼

ä�å5æ1ç�è8æAé �[ìÍí5îRï X ð�îÍñ|ò�ñ#ÖÃñ^óRôÐõ%öHñóvî�÷ ø ôHî�ØRÙ#Ü²ÜÎÙ#ù.×²Ö�ú�ØRñ^ókï�õ�ñ#Ú�îÍîvûRÕ�×²ü#ñ 	Ü�îRÖAïXã
SEU^] X ×²õxñ�Ö L1 	 õ!ö[ñ^óXî ëS�¦Ã]�ØRÙ#Ú�îXñ^óRô m ∈ N ± P ��� (mX) ×²õxñ�Ö L∞ 	 õ!ö[ñ^óXî ëS�«�] ï�ôHîzÚvînî�
#×²õXï�õ m ∈ N õvÕAóRôKï�ô�ñ#ï P ��� (mX) ×²õxñ�Ö L∞ 	 õ!ö[ñ^óvî�÷
� Ú�Ù�Ù�ØR÷³SEU^] ⇒ S�¦Ã]X¼ ��Z�YA« £ X∗ ¢ U#¬�W ¢[£ U ¤[¤ a
¥ ¾ Z ¨ U'W�Z�¥)Y ¤ a
¥ ¤Ã£ a�W=Å ´ � � ±�¤ ¼ ��� � »!±Ë�£�¢ U ® £

P ��� (mX) = P � (mX) ≡ ⊗̃m
εs,s

X∗

S�¬ £k£�´ · ¸ ± ¸�a
¥ ¤ ¥^¬�ZÎW�Z�¥)Y³ß�¼�à » U�YA_�¥)¯[a�Z�YW�a
¥�_H¯A«zW�Z�¥)YÃ]X¼	��¥ Ëx± X∗ Zb¬�U�Y L∞ �%¬ ¤ U#« £)± ¬
¥⊗̃m
ε X

∗ Zb¬�U�§b¬
¥�U�Y L∞ �%¬ ¤ U#« £ SEU ¤ a
¥�¥)© ¨ UkÅ�¦ £ ©²¥)¯[YA_xZ�Y ´�¹,¹ � ± ¸�a
¥ ¤ ¥^¬
ZÎW�Z�¥)Y|ß�¼�ß » ]X¼¡V¢[£ YÌZÎWv¬�«R¥ ¨|¤ § £k¨|£ YW £ _�¬�¯[¦A¬ ¤ U#« £ ⊗̃m
εs,s

X∗
´ � § ± ¸�a
¥ ¤ ¥^¬
ZÎW�Z�¥)Y ��¼ áz» Zb¬�U�ªU�Z�Y°U�Y

L∞ �%¬ ¤ U#« £ ¼
S�¦Ã] ⇒ S�«�]�Zb¬V¥)¦ ® Z�¥)¯A¬k¼
S�«�] ⇒ SEU^]X¼ ��Z�YA« £ X∗ Zb¬�«R¥ ¨|¤ § £k¨|£ YW £ _°Z�Y P ��� (mX)

´ · � ± ¸�a
¥ ¤ ¥^¬
ZÎW�Z�¥)Y 	�¼ � »!±
X∗ Zb¬�U�Y L∞ �%¬ ¤ U#« £ U#¬ Ë�£ §�§E¼ ¡�¢ ¯A¬ X Zb¬�U�Y L1 �%¬ ¤ U#« £ ¼â £ Y[¥ Ë ª)Z ® £ W Ë ¥ ¤ a £k¤ U�avU'W�¥)a�Å½a £ ¬�¯[§ÎWv¬k¼
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� è�ç��1ç���������ç�	 º ìÍí5îRï P ∈ P(mX,Y ) ÷ ø ô�îRÖ�×�ï�õtñ����RÙ�×²Ö1ï P ∗ : Y ∗ →

P(mX) ×²õ w∗ 	 τp 	 óvÙ�Ö1ï�×²Ö[Õ1Ù�Õ�õ ± ù.ô�îRÚ�î τp ×²õKï�ô�î½ï%ÙXö[Ù#Ü�Ùvú#Ý Ù�Ø�ö[Ù�×²Ö1ï�ù.×²õRîóvÙ�ÖAü#îRÚ 	úîRÖÃóXîKÙ�Ö P(mX) ÷�
.Ù#Ö[ü#îRÚXõkîkÜ�Ý ± Ü�îkï S : Y ∗ → P(mX) ðvî�ñ w∗ 	 τp 	 óXÙ�Ö1ï�×²Ö[ÕAÙ#Õ�õÙXö[îRÚ�ñ#ï%Ù#Úk÷ ø ô�îRÖ°ï�ô�îRÚ�î,×²õ�ñ�ö[Ù#Ü�Ý#ÖÃÙ�Û¶×Eñ#Ü P ∈ P(mX,Y ) õvÕAóRôKï�ôHñ#ï S = P ∗ ÷
� Ú�Ù�Ù�ØR÷ ¹ Z ® £ Y P ∈ P(mX,Y )

± § £ W (y∗α) ¦ £ U Ë�£ U�Ï��%¬�WXU�a�Y�¯[§�§�Y £ W�Z�Y Y ∗ ¼ ¡V¢[£ Y ±
©²¥)a £ ® £ a�Å x ∈ X ±HË�£�¢ U ® £

P ∗(y∗α)(x) = 〈y∗α, P (x)〉 → 0,

¬
¥ P ∗(y∗α)→ 0 Z�YKW ¢[£ τp �EW�¥ ¤ ¥)§�¥)ª#Å½¥)Y P(mX) ¼
T�¥)Y ® £ a�¬ £ §ÎÅ ± § £ W S : Y ∗ → P(mX) ¦ £ U w∗ � τp �%«R¥)YW�Z�Y�¯[¥)¯A¬�¥ ¤Ã£ avU'W�¥)ak¼ È8£ W

k⊗̃m
π,sX

:
⊗̃m

π,sX → (
⊗̃m

π,sX)∗∗ ∼= P(mX)∗

¦ £ W ¢[£ Y1U'W�¯[avU�§ £k¨ ¦ £ _[_HZ�Y[ª U�YA_x§ £ W kY ¦ £ W ¢[£ Y1U'W�¯[avU�§ £k¨ ¦ £ _[_HZ�Y[ª�¥)© Y Z�YW�¥ Y ∗∗ ¼� ¥)a x ∈ X
ÑH¾�£ _ ± «R¥)YA¬�Zb_ £ a�W ¢[£ ©²¯[YA«zW�Z�¥)Y1U�§ k⊗̃m

π,sX
(
⊗m x) ◦ S : Y ∗ → K ¼

T�§ £ U�a
§ÎÅ ±
(k⊗̃m

π,sX
(
⊗mx) ◦ S)(y∗) = S(y∗)(x).

Æ Å�¥)¯[a ¢ Å ¤ ¥#W ¢[£ ¬
Zb¬�¥)Y S ± k⊗̃m
π,sX

(
⊗m x) ◦ S Zb¬ Ë�£ U�Ï��%¬�WXU�a�«R¥)YW�Z�Y�¯[¥)¯A¬,¥)Y Y ∗

U�YA_G¬�¥?ZÎW�¦ £ §�¥)Y[ª^¬½W�¥ kY (Y ) ¼ È8£ W P ∈ P(mX,Y ) ¦ £ _ £kÑ Y £ _�¦Å P (x) =
k−1
Y (k⊗̃m

π,sX
(
⊗m x) ◦ S) ¼ â £�¢ U ® £

P ∗(y∗)(x) = 〈y∗, P (x)〉 = 〈y∗, k−1
Y (k⊗̃m

π,sX
(
⊗mx) ◦ S)〉

= k⊗̃m
π,sX

(
⊗mx)(S(y∗)) = S(y∗)(x).

¡V¢[£ a £ ©²¥)a £)± S = P ∗ ¼
Ò%© P ∈ P ��� (mX,Y )

± W ¢[£ YÌ«R§ £ U�a
§ÎÅ P ∗(Y ∗) ⊆ P ��� (mX) ¼
� è�ç��1ç���������ç�	 	HìÍí5îkï P ∈ P ��� (mX,Y ) ÷ ø ôHîzÖN×�ï�õ�ñ�� �RÙ�×²ÖAï P ∗ : Y ∗ →

P ��� (mX) ×²õ óvÙ�Û�ö[ñ^ókï�ñ#Ö � w∗ 	 τp 	 óXÙ�ÖAï�×²ÖAÕAÙ�ÕHõR÷�
.Ù�ÖAü#îRÚXõkîRÜ�Ý ± ÜÎîkï S : Y ∗ →
P ��� (mX) ð�îKñóXÙ�Û�ö[ñ^ókï�ñ�Ö � w∗ 	 τp 	 óvÙ�Ö1ï�×²ÖAÕAÙ�Õ�õÞÙXö[îzÚvñ#ï%Ù�Ú�÷ ø ô�îRÖÁï�ôHîzÚvî|×²õ P ∈
P ��� (mX,Y ) õvÕ1ózôÐï�ô�ñ#ï S = P ∗ ÷

� Ú�Ù�Ù�ØR÷,Ò%© P ∈ P ��� (mX,Y )
± W ¢[£ Y P ∗ Zb¬V«R¥ ¨|¤ U#«zW�U�YA_ ± ¦ÅK¸.a
¥ ¤ ¥^¬
ZÎW�Z�¥)Y º[± ZÎW

Zb¬�U�§b¬
¥ w∗ � τp �%«R¥)YW�Z�Y�¯[¥)¯A¬k¼T�¥)Y ® £ a�¬ £ §ÎÅ ± Z�© S : Y ∗ → P ��� (mX) Zb¬|U°«R¥ ¨|¤ U#«zWÞU�YA_ w∗ � τp �%«R¥)YW�Z�Y�¯[¥)¯A¬¥ ¤Ã£ avU'W�¥)a ± W ¢[£ Y�¦Å�¸�a
¥ ¤ ¥^¬
ZÎW�Z�¥)Y º[± W ¢[£ a £ Zb¬ P ∈ P(mX,Y ) ¬�¯A« ¢ W ¢ U'W S = P ∗ ¼
��Z�YA« £ S Zb¬�«R¥ ¨³¤ U#«zW ± P Zb¬�«R¥ ¨|¤ U#«zW�¼ ��Z�YA« £ y∗ ◦P ∈ P ��� (mX) ©²¥)a £ U#« ¢ y∗ ∈ Y ∗
ZÎW�©²¥)§�§�¥ Ë ¬L©²a
¥ ¨ ´ · ¸ ± ¸�a
¥ ¤ ¥^¬�ZÎW�Z�¥)YÔß�¼� » W ¢ U'W P ∈ P ��� (mX,Y ) ¼â £ Y[¥ ËN£R¾ W £ YA_ÞW ¢[£ £ �¯[Z ® U�§ £ YA« £ ¬xSEU^] ⇔ S�_1] ⇔ S £ ]�¥)© ¡V¢[£ ¥)a £k¨ ß�W�¥�W ¢[£ «R§\U#¬
¬
¥)© ¤ ¥)§ÎÅ�Y[¥ ¨ Z\U�§b¬ ËL¢ Zb« ¢ U�a £�Ë�£ U�Ï�§ÎÅÐ«R¥)YW�Z�Y�¯[¥)¯A¬�¥)Y½¦Ã¥)¯[YA_ £ _½¬ £ Wv¬k¼ä�å5æ1ç�è8æAé �[ìÍí5îkï X ðvî°ñÂò�ñ�Ö�ñ^óRôÁõ%ö[ñ^óvî�÷ ø ô�îRÖNï�ô�înØRÙ#Ü²Ü�Ù�ù.×²Ö�úKØRñ^ókï�õ�ñ�Ú�î
îXûzÕH×²ü�ñ)ÜÎîRÖ1ïXã
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SEU^] X ×²õxñ�Ö L1 	 õ!ö[ñ^óXî ëS�¦Ã]�ØRÙ#ÚÀñ#Ü²Ü m ∈ N ± ØRÙ�ÚÀîRü#îRÚXÝ õXÕ�Ú �RîXókï�×²ü�î ÙzöHîRÚ�ñ)ï%Ù�Ú φ : Z → X
± îRü#îRÚXÝ

P ∈ P ��� (mY,X) ô�ñ#õxñ³Ü�× ØXï�×²Ö�ú P̃ ∈ P ��� (mY,Z) ù.×�ï�ôÞÚ�îRõ%öHîXókï�ï%Ù φ ë
S�«�] ï�ôHîzÚvî,×²õ m ∈ N ØRÙ�Ú,ù.ô^×EóRôÀS�¦Ã],ô�Ù#Ü ��õ ë
S�_1]Ðï�ôHîzÚvî�×²õ m ∈ N ØRÙ�Úxù.ô^×EóRôÁS�¦Ã],ôHÙ#Ü �#õ,ù.×�ï�ô�Ù�ÕHï�ï�ô�î�Ú�îvûRÕ�×²ÚvîzÛ³îzÖ1ï�ï�ô�ñ#ï�ï�ô�î

Ü�× ØXï�×²Ö�úÐð�îxù�îXñ � Ü�Ý�óXÙ�Ö1ï�×²Ö[ÕAÙ#Õ�õxÙ�ÖÀð�Ù#Õ�Ö �î��|õkîRï�õk÷
� Ú�Ù�Ù�ØR÷³SEU^] ⇒ S�¦Ã]X¼ È8£ W X ¦ £ U�Y L1 �%¬ ¤ U#« £ U�YA_ P ∈ P ��� (mY,X) ¼ ¡V¢[£ YxW ¢[£ a ££R¾ Zb¬�WxU Æ U�Y1U#« ¢ ¬ ¤ U#« £ G ± U�«R¥ ¨|¤ U#«zW�¥ ¤Ã£ avU'W�¥)a T : Y → G U�YA_°U ¤ ¥)§ÎÅ�Y[¥ ¨ Z\U�§

Q ∈ P(mG,X) ¬
¯A« ¢ W ¢ U'W P = Q ◦ T ¼ ��Z�YA« £n£ ® £ a�ÅÌ«R¥ ¨³¤ U#«zW ¥ ¤Ã£ avU'W�¥)a ©�U#«zW�¥)a�¬
W ¢ a
¥)¯[ª ¢ W Ë ¥³«R¥ ¨³¤ U#«zW�¥ ¤Ã£ avU'W�¥)a�¬ ´ � ± T�¥)a
¥)§�§\U�a�Å ��¼ � »!±AË�£ «�U�YU#¬
¬
¯ ¨|£ W ¢ U'W Q Zb¬
«R¥ ¨|¤ U#«zW�¼ Æ Å ´�¹,¹ º[±�¡V¢[£ ¥)a £k¨ ß »!± W ¢[£ a £Þ£R¾ Zb¬�Wv¬nUÐ§�Z�©\W�Z�Y[ª Q̃ ∈ P(mG,Z)

Ë ZÎW ¢
a £ ¬ ¤Ã£ «zW�W�¥ φ ¼ ¡�¢[£ Y P̃ := Q̃ ◦ T ∈ P ��� (mY,Z) Zb¬�U¶§�Z�©\W�Z�Y[ª|¥)© P ¼

S�¦Ã] ⇒ S�«�]VU�YA_ÀS�«�] ⇒ S�_1]LU�a £ ¥)¦ ® Z�¥)¯A¬k¼
S�_1] ⇒ SEU^]X¼ È8£ W m ∈ N (m ≥ 2) ¼ â £ ¬ ¢ ¥ Ë W ¢ U'WÐW ¢[£ ¬fWXU'W £k¨³£ YW½Zb¬�W�a
¯ £

©²¥)a�W ¢[£ Z�YA_ £R¾ m − 1 ¼ ÈO£ W Q ∈ P ��� (m−1Y,X) ¼ Æ Å¸�a
¥ ¤ ¥^¬
ZÎW�Z�¥)Y 	 ± ZÎWv¬,U#_ �f¥)Z�YW
Q∗ : X∗ → P ��� (m−1Y ) Zb¬�«R¥ ¨|¤ U#«zW�U�YA_ w∗ � τp �%«R¥)YW�Z�Y�¯[¥)¯A¬R¼AT ¢ ¥�¥^¬ £ e ∈ Y U�YA_
γ ∈ Y ∗ Ë ZÎW ¢ γ(e) = 1 ¼ · _AU ¤ W�Z�Y[ª,W ¢[£L¤ a
¥�¥)©C¥)© ´ · � ± ¸�a
¥ ¤ ¥^¬
ZÎW�Z�¥)Y 	�¼ � »!±^Ë�£ _ £kÑ Y £
W ¢[£ ¥ ¤Ã£ avU'W�¥)a�¬

jY : P ��� (m−1Y )→ P ��� (mY )

¦Å
jY (R)(y) := γ(y)R(y) ©²¥)a R ∈ P ��� (m−1Y ), y ∈ Y,

U�YA_
πY : P ��� (mY )→ P ��� (m−1Y )

ª)Z ® £ Y½¦Å
πY (S)(y) :=

m∑

i=1

(
m

i

)
(−1)i+1γ(y)i−1Ŝ(ei, ym−i),

Ë�¢[£ a £
Ŝ(ei, ym−i) := Ŝ(e, (i). . ., e, y, (m−i). . . , y).â £ ¬ ¢ ¥ Ë W ¢ U'W πY ◦ jY Zb¬�W ¢[£ Zb_ £ YW�ZÎW=Å ¨ U ¤ ¥)Y P ��� (m−1Y ) SEU�YA_ ± W ¢[£ a £ ©²¥)a £)±

jY ◦ πY Zb¬�U ¤ a
¥ � £ «zW�Z�¥)YÃ]X¼ÃÒ%YA_ £k£ _ ± ª)Z ® £ Y R ∈ P ��� (m−1Y ) U�YA_ y ∈ Y ± ¬
Z�YA« £

ĵY (R)(y1, . . . , ym) =
1

m

m∑

i=1

γ(yi)R̂(y1, . . . , yi−1, yi+1, . . . , ym),

Ë�£�¢ U ® £

πY (jY (R))(y) =
1

m

m∑

i=1

(
m

i

)
(−1)i+1γ(y)i−1

× [iγ(e)R̂(ei−1, ym−i) + (m− i)γ(y)R̂(ei, ym−i−1)].



ý�N ) � ��� ~ � ~ u,uXy'���'� Dn� +���s ~�� �E�Em��
� ¥)a £ U#« ¢ i ±HË�£�¢ U ® £
(

m

i− 1

)
(−1)i(m− i+ 1)γ(y)i−1R̂(ei−1, ym−i)

+

(
m

i

)
(−1)i+1iγ(y)i−1R̂(ei−1, ym−i) = 0,

¬
¥
πY (jY (R))(y) = R(y).¡�¢[£ ¥ ¤Ã£ avU'W�¥)a jY ◦ Q∗ : X∗ → P ��� (mY ) Zb¬Ð¬�W�Z�§�§�«R¥ ¨|¤ U#«zW�U�YA_ w∗ � τp �«R¥)YW�Z�Y�¯[¥)¯A¬k¼�Ò%YA_ £k£ _ ± Z�© (x∗α) Zb¬�U Y £ W�«R¥)Y ® £ a
ª)Z�Y[ª,W�¥ 0 Z�Y|W ¢[£�Ë�£ U�Ï��%¬fWXU�a�W�¥ ¤ ¥)§�¥)ª#Å

¥)© X∗ U�YA_ y ∈ Y ±[Ë�£�¢ U ® £
jY (Q∗(x∗α))(y) = γ(y)Q∗(x∗α)(y)→ 0.Æ Ån¸�a
¥ ¤ ¥^¬
ZÎW�Z�¥)Y 	 ± W ¢[£ a £V£R¾ Zb¬fWv¬�U ¤ ¥)§ÎÅ�Y[¥ ¨ Z\U�§ P ∈ P ��� (mY,X) ¬
¯A« ¢ W ¢ U'W P ∗ =

jY ◦Q∗ ¼ Æ Å�W ¢[£V¢ Å ¤ ¥#W ¢[£ ¬
Zb¬ ± W ¢[£ a £ Zb¬�U�§�Z�©\W�Z�Y[ª P̃ ∈ P(mY,Z)
Ë ZÎW ¢ a £ ¬ ¤Ã£ «zW�W�¥ φ ¼	 ¬�Z�Y[ª�¸.a
¥ ¤ ¥^¬
ZÎW�Z�¥)Y º U�YA_|«R¥)YA¬�Zb_ £ a
Z�Y[ª πY U#¬�U�Y|¥ ¤Ã£ avU'W�¥)a P(mY )→ P(m−1Y )

±
Ë�£ ¬ £k£ W ¢ U'W πY ◦ (P̃ )∗ : Z∗ → P(m−1Y ) Zb¬ w∗ � τp �%«R¥)YW�Z�Y�¯[¥)¯A¬k¼ ��¥ÔW ¢[£ a £ Zb¬
Q̃ ∈ P(m−1Y,Z) ¬�¯A« ¢ W ¢ U'W (Q̃)∗ = πY ◦ (P̃ )∗ ¼ â £ Y[¥ ËN¤ a
¥ ® £ W ¢ U'W φ ◦ Q̃ = Q

±
£ �¯[Z ® U�§ £ YW�§ÎÅ ± (φ ◦ Q̃)∗ = Q∗ ¼AÒ%YA_ £k£ _ ±

(φ ◦ Q̃)∗ = (Q̃)∗ ◦ φ∗ = πY ◦ (P̃ )∗ ◦ φ∗ = πY ◦ P ∗ = πY ◦ jY ◦Q∗ = Q∗.

��¥ Q̃ Zb¬�U�§�Z�©\W�Z�Y[ª�¥)© Q ¼Ò!W £ avU'W�Z�Y[ª,W ¢[£ U�a
ª)¯ ¨|£ YW ±^Ë�£ _ £ _H¯A« £ W ¢ U'W £ ® £ a�ÅÍ«R¥ ¨³¤ U#«zW
¥ ¤Ã£ avU'W�¥)a�©²a
¥ ¨ Y Z�YW�¥ X ¢ U#¬�UL§�Z�©\W�Z�Y[ª�W�¥ Z ¼ Æ Å ¡�¢[£ ¥)a £k¨ ß ± X Zb¬�U�Y L1 �%¬ ¤ U#« £ ¼â £ Y[¥ Ë ª)Z ® £ W ¢[£�£ �¯[Z ® U�§ £ YA« £ ¬LSEU^] ⇔ S�¦Ã] ⇔ S�«�]8¥)© ¡V¢[£ ¥)a £k¨ ßV©²¥)a ¤ ¥)§ÎÅ�Y[¥ ¨ Z\U�§b¬Ë�¢ Zb« ¢ U�a £,Ë�£ U�Ï�§ÎÅÐ«R¥)YW�Z�Y�¯[¥)¯A¬�¥)YÐ¦Ã¥)¯[YA_ £ _�¬ £ Wv¬k¼

ä�å5æ1ç�è8æAé àHìÍí5îkï X ðvî°ñÂò�ñ�Ö�ñ^óRôÁõ%ö[ñ^óvî�÷ ø ô�îRÖNï�ô�înØRÙ#Ü²Ü�Ù�ù.×²Ö�úKØRñ^ókï�õ�ñ�Ú�î
îXûzÕH×²ü�ñ)ÜÎîRÖ1ïXã

SEU^] X ×²õxñ�Ö L1 	 õ!ö[ñ^óXî ëS�¦Ã]�ØRÙ#Ú³ñ#Ü²Ü m ∈ N ± ØRÙ#Ú|îRü#îRÚXÝÐõXÕ�Ú��Rîvókï�×²ü#î³ÙXö[îRÚ�ñ#ï%Ù�Ú φ : Z → Y
± îRü�îRÚzÝ P ∈

P ��� (mX,Y ) ñ���Ûn×�ï�õ�ñ³Ü�× ØXï�×²Ö�ú P̃ ∈ P ��� (mX,Z) ù.×�ï�ô�Ú�îRõ!ö[îXóRï�ï%Ù φ ë
S�«�] ï�ôHîzÚvînî�
#×²õXï�õ m ∈ N ØRÙ�Ú,ù.ô^×EóRôÀS�¦Ã],ô�Ù#Ü ��õ ë
S�_1]Ðï�ôHîzÚvîÍî�
#×²õXï�õ m ∈ N ØRÙ�Ú�ù.ô^×EóRôtS�¦Ã]xô�Ù#Ü ��õ,ù.×�ï�ôHÙ�ÕHï�ï�ô�înÚ�îvûRÕ�×²Ú�îRÛ|îRÖ1ï�ï�ô�ñ#ï

ï�ôHîxÜ�× ØXï�×²Ö�úÐð�îxù�îvñ � Ü�Ý�óvÙ�Ö1ï�×²ÖAÕAÙ�Õ�õ�Ù�ÖÀð�Ù#Õ�Ö �î��|õkîRï�õk÷
� Ú�Ù�Ù�ØR÷³SEU^] ⇒ S�¦Ã]X¼ È8£ W X ¦ £ U�Y L1 �%¬ ¤ U#« £ ¼ ��Z�YA« £ X∗ ¢ U#¬.W ¢[£ U ¤[¤ a
¥ ¾ Z ¨ U'W�Z�¥)Y¤ a
¥ ¤Ã£ a�W=Å ´ � � ±[¤ ¼ ��� � »!±[Ë�£�¢ U ® £

P ��� (mX,Y ) ≡ P � (mX) ⊗̃ε Y
S�¬ £k£K´ · ¸ ± ¸�a
¥ ¤ ¥^¬
ZÎW�Z�¥)YÂß�¼�à » ]X¼ Æ Å ¡�¢[£ ¥)a £k¨ � ± P � (mX) = P ��� (mX) Zb¬�U�Y L∞ �
¬ ¤ U#« £ ¼ ¡V¢[£ YKW ¢[£ ¥ ¤Ã£ avU'W�¥)a�¬

I ⊗ φ : P � (mX)⊗ε Z → P � (mX)⊗ε Y
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U�YA_
I ⊗ φ : P � (mX) ⊗̃ε Z → P � (mX) ⊗̃ε Y

U�a £ ¬
¯[a�� £ «zW�Z ® £Ô´ � � ± ß ��¼
	 ± T�¥)a
¥)§�§\U�a
Z £ ¬ 	½U�YA_ � »!±5ËL¢[£ a £ I Zb¬,W ¢[£ Zb_ £ YW�ZÎW=Å ¨ U ¤
¥)Y P � (mX) ¼ · ¬�WXU�YA_AU�a�_NU�a
ª)¯ ¨|£ YWKU�§�§�¥ Ë ¬³¯A¬|W�¥ «R¥)YA«R§�¯A_ £ W ¢ U'W £ ® £ a�Å P ∈
P ��� (mX,Y ) ≡ P � (mX)⊗̃εY U#_ ¨ ZÎWv¬�UL§�Z�©\W�Z�Y[ª P̃ : P ��� (mX,Z) ≡ P � (mX)⊗̃εZË ZÎW ¢ a £ ¬ ¤Ã£ «zW�W�¥ φ ¼

S�¦Ã] ⇒ S�«�]VU�YA_ÀS�«�] ⇒ S�_1]LU�a £ ¥)¦ ® Z�¥)¯A¬k¼
S�_1] ⇒ SEU^]X¼xÒ!W�Zb¬ £ Y[¥)¯[ª ¢ W�¥½¬ ¢ ¥ Ë W ¢ U'W�W ¢[£ ¬�WXU'W £k¨|£ YW,Zb¬ W�a
¯ £ ©²¥)a�W ¢[£ Z�YA_ £R¾

m− 1 ¼ � £kÑ Y £ W ¢[£ ¥ ¤Ã£ avU'W�¥)a�¬
jX : P ��� (m−1X)→ P ��� (mX), πX : P ��� (mX)→ P ��� (m−1X)

U#¬�Z�Y½W ¢[£x¤ a
¥�¥)©.¥)© ¡�¢[£ ¥)a £k¨ ��¼ ¡V¢[£x¤ a
¥�¥)©.Zb¬�U�Y1U�§�¥)ª)¥)¯A¬�W�¥|W ¢ U'W ¥)©VS�_1] ⇒ SEU^]VZ�Y¡V¢[£ ¥)a £k¨ ��¼
��¥ Ë Ë�£ ª)Z ® £ W ¢[£x£ �¯[Z ® U�§ £ YA« £ ¬¶SEU^] ⇔ S�_1] ⇔ S £ ]V¥)© ¡�¢[£ ¥)a £k¨ á Z�YÐW ¢[£ ¬ £ W
W�Z�Y[ª

¥)© ¤ ¥)§ÎÅ�Y[¥ ¨ Z\U�§b¬ ËL¢ Zb« ¢ U�a £�Ë�£ U�Ï�§ÎÅÐ«R¥)YW�Z�Y�¯[¥)¯A¬�¥)Y½¦Ã¥)¯[YA_ £ _½¬ £ Wv¬k¼
ä�å5æ1ç�è8æAé [ìÍí5îkï X ðvî°ñÂò�ñ�Ö�ñ^óRôÁõ%ö[ñ^óvî�÷ ø ô�îRÖNï�ô�înØRÙ#Ü²Ü�Ù�ù.×²Ö�úKØRñ^ókï�õ�ñ�Ú�î

îXûzÕH×²ü�ñ)ÜÎîRÖ1ïXã
SEU^] X ×²õxñ�Ö L∞ 	 õ!ö[ñ^óXî ëS�¦Ã]�ØRÙ#ÚÞñ#Ü²Ü m ∈ N ± ØRÙ�ÚÞîRü#îRÚXÝÐ×²Ö1ï%Ù½×²õRÙ�Û|Ù#Ú%ö1ô×²õvÛ ψ : X → Z

± îRü#îRÚXÝ P ∈
P ��� (mX,Y ) ô�ñ�õ,ñ�Ö°î�
)ï%îzÖAõv×EÙ#Ö P̃ ∈ P ��� (mZ, Y ) õXÕAóRôÞï�ô�ñ#ï P̃ ◦ψ = P

ë
S�«�] ï�ôHîzÚvînî�
#×²õXï�õ m ∈ N ØRÙ�Ú,ù.ô^×EóRôÀS�¦Ã],ô�Ù#Ü ��õ ë
S�_1]Ðï�ôHîzÚvîÍî�
#×²õXï�õ m ∈ N ØRÙ�Ú�ù.ô^×EóRôtS�¦Ã]xô�Ù#Ü ��õ,ù.×�ï�ôHÙ�ÕHï�ï�ô�înÚ�îvûRÕ�×²Ú�îRÛ|îRÖ1ï�ï�ô�ñ#ï

ï�ôHînî�
)ï%îRÖ[õX×EÙ�ÖÀðvî,ù�îvñ � Ü�Ý�óvÙ#ÖAï�×²ÖAÕAÙ�Õ�õ�Ù�ÖÀð�Ù�Õ�Ö�^î �|õRîkï�õR÷
� Ú�Ù�Ù�ØR÷³SEU^] ⇒ S�¦Ã]X¼ È8£ W X ¦ £ U�Y L∞ �%¬ ¤ U#« £ ¼ È8£ W ψ : X → Z ¦ £ U�Y?Z�YW�¥

Zb¬
¥ ¨ ¥)a ¤[¢ Zb¬ ¨½± U�YA_Ð§ £ W P ∈ P ��� (mX,Y ) ¼ ¡V¢[£ YKW ¢[£ a £,£R¾ Zb¬�W U Æ U�Y1U#« ¢ ¬ ¤ U#« £ G ±
U|«R¥ ¨|¤ U#«zW ¥ ¤Ã£ avU'W�¥)a T : X → G U�YA_U ¤ ¥)§ÎÅ�Y[¥ ¨ Z\U�§ Q ∈ P(mG,Y ) ¬�¯A« ¢ W ¢ U'W
P = Q◦T ¼ Æ Å ¡�¢[£ ¥)a £k¨ á#± W ¢[£ a £ Zb¬�Ux«R¥ ¨|¤ U#«zW�¥ ¤Ã£ avU'W�¥)a T̃ : Z → G ¬�¯A« ¢ W ¢ U'W
T̃ ◦ψ = T ¼ ��£kÑ Y £ P̃ := Q ◦ T̃ ∈ P(mZ, Y ) ¼ ¡V¢[£ Y P̃ Zb¬�U�Y £R¾ W £ YA¬�Z�¥)YK¥)© P ± U�YA_
P̃ ∈ P ��� (mZ, Y ) ¼

S�¦Ã] ⇒ S�«�]VU�YA_ÀS�«�] ⇒ S�_1]LU�a £ ¥)¦ ® Z�¥)¯A¬k¼
S�_1] ⇒ SEU^]X¼ â £ «�U�Y�U#¬�¬�¯ ¨|£ m ≥ 2 ¼ â £Ô¤ a
¥ ® £ W ¢ U'W ± ©²¥)a £ ® £ a�Å¿Z�YW�¥ Zb¬
¥ �¨ ¥)a ¤[¢ Zb¬ ¨ ψ : X → Z

±�£ ® £ a�Å Q ∈ P ��� (m−1X,Y )
¢ U#¬�U�Y £R¾ W £ YA¬
Z�¥)Y Q̃ ∈

P(m−1Z, Y ) ¬
¯A« ¢ W ¢ U'W Q̃ ◦ψ = Q ¼ È8£ W Q :
⊗̃m−1

π,s X → Y ¦ £ W ¢[£ §�Z�Y £ U�a
Z���U'W�Z�¥)Y
¥)© Q ¼5T ¢ ¥�¥^¬ £ x0 ∈ X U�YA_°§ £ W z0 := ψ(x0) ¼ � £ § £ «zW z∗ ∈ Z∗ Ë ZÎW ¢ z∗(z0) = 1
U�YA_Ð§ £ W x∗ = ψ∗(z∗) ¼ ¡V¢[£ Y x∗(x0) = 1 ¼ È8£ W

ΠX :
⊗̃m

π,sX →
⊗̃m−1

π,s X, JX :
⊗̃m−1

π,s X → ⊗̃m
π,sX

¦ £ W ¢[£ ¥ ¤Ã£ avU'W�¥)a�¬�_ £kÑ Y £ _½Z�Y ´ Æ § ±[¤ ¼ á �  » ¦Å
ΠX(

⊗mx) = x∗(x)
⊗m−1x
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U�YA_
JX(

⊗m−1x) =
m∑

k=1

(
m

k

)
(−1)k+1x∗(x)k−1x0⊗s (k). . .⊗s x0⊗s x⊗s (m−k). . . ⊗s x.

Ò!WnZb¬�¬ ¢ ¥ Ë Y Z�Y ´ Æ § ±5¤ ¼ á �  » W ¢ U'W ΠX ◦ JX Zb¬,W ¢[£ Zb_ £ YW�ZÎW=Å ¨ U ¤ ¥)Y ⊗̃m−1
π,s X ¼

��Z ¨ Z�§\U�a
§ÎÅ Ë�£ «�U�YÌ_ £kÑ Y £
JZ :

⊗̃m−1
π,s Z → ⊗̃m

π,s Z

¦Å
JZ(
⊗m−1z) =

m∑

k=1

(
m

k

)
(−1)k+1z∗(z)k−1z0 ⊗s (k). . .⊗s z0 ⊗s z ⊗s (m−k). . . ⊗s z.

T�¥)YA¬�Zb_ £ a S := Q ◦ΠX :
⊗̃m

π,sX → Y U�YA_½§ £ W P ∈ P(mX,Y ) ¦ £ W ¢[£,¤ ¥)§ÎÅ�Y[¥ �¨ Z\U�§ Ë�¢ ¥^¬ £ §�Z�Y £ U�a
Z���U'W�Z�¥)Y�Zb¬ S ¼ ¡�¢[£ Y ± ©²¥)a £ U#« ¢ x ∈ X ±
P (x) = S(

⊗mx) = Q ◦ΠX(
⊗mx) = x∗(x)Q(

⊗m−1x) = x∗(x)Q(x).

��Z�YA« £ Q ∈ P ��� (m−1X,Y )
± ZÎW�©²¥)§�§�¥ Ë ¬�W ¢ U'W P ∈ P ��� (mX,Y ) ¼ Æ ÅÌ¥)¯[a ¢ Å ¤ ¥#W ¢ �£ ¬
Zb¬ ± W ¢[£ a £ Zb¬ P̃ ∈ P(mZ, Y ) ¬
¯A« ¢ W ¢ U'W P̃ ◦ ψ = P ¼ È8£ W P̃ ¦ £ W ¢[£ §�Z�Y £ U�a
Z���U��

W�Z�¥)Y ¥)© P̃ ± U�YA_ «R¥)YA¬
Zb_ £ a�W ¢[£ «R¥ ¨|¤ ¥^¬
ZÎW�Z�¥)Y P̃ ◦ JZ :
⊗̃m−1

π,s Z → Y ¼ ÈO£ W Q̃ ∈
P(m−1Z, Y ) ¦ £ W ¢[£L¤ ¥)§ÎÅ�Y[¥ ¨ Z\U�§ Ë�¢ ¥^¬ £ §�Z�Y £ U�a
Z���U'W�Z�¥)YÞ«R¥)Z�YA«RZb_ £ ¬ Ë ZÎW ¢ P̃ ◦JZ ¼ â £
¬ ¢ ¥ Ë W ¢ U'W Q̃ £R¾ W £ YA_[¬ Q ± W ¢ U'W�Zb¬ ± Q̃◦ψ = Q

±£ �¯[Z ® U�§ £ YW�§ÎÅ ± Q̃ ◦ ψ = Q ¼�Ò%YA_ £k£ _ ±
Q̃ ◦ ψ(

⊗m−1x) = Q̃(
⊗m−1ψ(x)) = (P̃ ◦ JZ)(

⊗m−1ψ(x))

= P̃

[ m∑

k=1

(
m

k

)
(−1)k+1z∗(ψ(x))k−1

× ψ(x0)⊗s (k). . .⊗s ψ(x0)⊗s ψ(x)⊗s (m−k). . . ⊗s ψ(x)

]

=
m∑

k=1

(
m

k

)
(−1)k+1z∗(ψ(x))k−1P̃ ◦ ψ(x0 ⊗s (k). . .⊗s x0 ⊗s x⊗s (m−k). . . ⊗s x)

=

m∑

k=1

(
m

k

)
(−1)k+1z∗(ψ(x))k−1P (x0 ⊗s (k). . .⊗s x0 ⊗s x⊗s (m−k). . . ⊗s x)

= P

[ m∑

k=1

(
m

k

)
(−1)k+1x∗(x)k−1x0 ⊗s (k). . .⊗s x0 ⊗s x⊗s (m−k). . . ⊗s x

]

= P ◦ JX(
⊗m−1x) = Q ◦ΠX ◦ JX(

⊗m−1x) = Q(
⊗m−1x).

Ò!W £ avU'W�Z�Y[ªÌW ¢[£ U�a
ª)¯ ¨|£ YW ±8Ë�£ «R¥)YA«R§�¯A_ £ W ¢ U'W £ ® £ a�ÅÂ«R¥ ¨|¤ U#«zWx¥ ¤Ã£ avU'W�¥)a X → Y¢ U#¬�U�Y £R¾ W £ YA¬�Z�¥)Y ± U�YA_½¬
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